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CHƯƠNG 1
CHUỖI (11LT+11BT)

§1. ĐẠI CƯƠNG VỀ CHUỖI SỐ

Định nghĩa 1.1. Cho {an}∞n=1 là một dãy số. Tổng vô hạn

a1 + a2 + · · ·+ an + · · ·

được gọi là một chuỗi số và được kí hiệu là
∞∑

n=1

an, trong đó an được gọi là số hạng tổng quát

và Sn = a1 + a2 + · · ·+ an được gọi là tổng riêng thứ n.

i) Nếu dãy số {Sn} là hội tụ và lim
n→∞

Sn = S tồn tại, thì ta nói chuỗi số
∞∑

n=1

an là hội tụ và

có tổng bằng S và viết
∞∑

n=1

an = S.

ii) Ngược lại, ta nói chuỗi số
∞∑

n=1

an là phân kỳ.

Ví dụ 1.1. Hãy xét ví dụ trực quan đầu tiên về chuỗi số là như sau. Chúng ta bắt đầu
với khoảng [0, 1]. Chia đôi khoảng này ra thì ta được hai khoảng là [0, 1/2] và (1/2, 1], mỗi
khoảng có độ dài bằng 1/2. Sau đó ta lại tiếp tục chia đôi khoảng [0, 1/2], thì ta sẽ được hai
khoảng, mỗi khoảng có độ dài bằng 1/4. Tiếp tục kéo dài quá trình này ta sẽ được chuỗi số
sau:

1 =
1

2
+

1

4
+ · · ·+ 1

2n
+ · · ·

Ví dụ 1.2. Xét chuỗi số sau:
1 + 2 + · · ·+ n+ · · ·

5



6 Chương 1. Chuỗi (11LT+11BT)

Chuỗi số này có tổng riêng thứ n bằng n(n+1)/2 nên tiến ra vô cùng khi n tiến ra vô cùng.
Nói cách khác, chuỗi số này là phân kỳ.

Ví dụ 1.3. Xét sự hội tụ và tính tổng (nếu có) của chuỗi cấp số nhân
∞∑

n=0

aqn = a + aq +

aq2 + · · · Ta có 





Sn = a+ aq + · · ·+ aqn−1

qSn = aq + aq2 + · · ·+ aqn

Do đó Sn = a1−qn
1−q (q 6= 1) và

lim
n→∞

Sn =







a
1−q nếu |q| < 1

∞ nếu |q| > 1.

• Trường hợp q = 1 dễ thấy chuỗi số đã cho phân kỳ vì có tổng riêng thứ n bằng an.

• Trường hợp q = −1 ta có Sn =







0, nếu n chẵn,

a, nếu n lẻ
nên không tồn tại lim

n→+∞
Sn.

Kết luận: chuỗi cấp số nhân đã cho hội tụ và có tổng bằng a
1−q nếu |q| < 1 và phân kỳ nếu

|q| ≥ 1.

Ví dụ 1.4. Viết số thực sau 2.317 = 2.3171717 . . . dưới dạng phân số.

2.317 = 2.3 +
17

103
+

17

105
+

17

107
+ · · ·

Sau số hạng đầu tiên thì chuỗi đã cho là một cấp số nhân với a = 17
103

và q = 1
102

. Do đó

2.317 =
17
103

1− 1
102

=
1147

495
.

Ví dụ 1.5. Chứng minh rằng chuỗi số sau hội tụ và tính
∞∑

n=1

1
n(n+1)

. Trước hết ta phân tích
1

n(n+1)
= 1

n
− 1

n+1
. Ta có

Sn =
1

1 · 2 +
1

2 · 3 + · · ·+ 1

n(n+ 1)

=

(
1

1
− 1

2

)

+

(
1

2
− 1

3

)

+ · · ·
(
1

n
− 1

n+ 1

)

= 1− 1

n+ 1
.

Do đó lim
n→+∞

Sn = 1.
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1. Đại cương về chuỗi số 7

Định lý 1.1 (Điều kiện cần để chuỗi hội tụ).
Nếu chuỗi số

∞∑

n=1

an là hội tụ, thì lim
n→+∞

an = 0.

Chứng minh. Đặt Sn = a1 + a2 + · · · + an, ta có an = Sn − Sn−1. Vì
∞∑

n=1

an hội tụ nên dãy số

{Sn}∞n=1 là hội tụ. Đặt lim
n→+∞

Sn = S. Vì n− 1 → ∞ khi n→ ∞ nên lim
n→+∞

Sn−1 = S. Do đó

lim
n→+∞

an = lim
n→+∞

(Sn − Sn−1) = lim
n→+∞

Sn − lim
n→+∞

Sn−1 = S − S = 0.

Chú ý 1.1.

1. Mệnh đề đảo của Định lý 1.1 là không đúng. Chẳng hạn như chuỗi điều hòa sau đây
∞∑

n=1

1
n

có lim
n→+∞

1
n
→ 0 khi n → ∞, nhưng chuỗi này là phân kỳ (Xem Ví dụ 2.1 dưới

đây).

2. Định lý 1.1 cho chúng ta một điều kiện đủ để kiểm tra một chuỗi là phân kỳ. Cụ
thể, nếu lim

n→+∞
an không tồn tại hoặc lim

n→+∞
an 6= 0 thì chuỗi đã cho là phân kỳ. Chẳng

hạn như chuỗi số sau đây
∞∑

n=1

n
2n+1

có lim
n→+∞

n
2n+1

= 1
2

nên chuỗi đã cho là phân kỳ. Tuy

nhiên lưu ý rằng nếu lim
n→+∞

an = 0 thì chúng ta chưa có kết luận gì về tính hội tụ của

chuỗi
∞∑

n=1

an.

3. Thay đổi một số số hạng đầu tiên của một chuỗi thì không làm ảnh hưởng đến tính
hội tụ hay phân kì của chuỗi số đó. Chẳng hạn như hai chuỗi số

∞∑

n=1

an và
∞∑

n=2016

an sẽ

có cùng tính chất hội tụ hoặc phân kỳ.

Ví dụ 1.1. Chuỗi
+∞∑

n=1

n ln
(

1 +
1

n

)

là phân kì bởi vì khi n→ ∞

un = n ln
(

1 +
1

n

)

→ 1

Ví dụ 1.2 (Giữa kì, K61). Xét sự hội tụ của các chuỗi số

a)
∞∑

n=1

(−1)n−1 cos 1
n
. b)

∞∑

n=1

(−1)n−1 cos 2
n
.

Định lý 1.2 (Các phép toán trên chuỗi số hội tụ). Nếu
∞∑

n=1

an và
∞∑

n=1

bn là các chuỗi số

hội tụ, thì chuỗi số
∞∑

n=1

(αan + βbn) cũng là một chuỗi số hội tụ và

∞∑

n=1

(αan + βbn) = α
∞∑

n=1

an + β
∞∑

n=1

bn.
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8 Chương 1. Chuỗi (11LT+11BT)

Bài tập 1.1. Chứng minh rằng chuỗi số sau hội tụ và tính
∞∑

n=1

(
2016
n(n+1)

+ 2017
2n

)

.

Bài tập 1.2. Xác định xem chuỗi sau đây là hội tụ hay phân kỳ. Nếu nó hội tụ, tính tổng
của chúng.

(a)
∑∞

n=2
2

n2−1

(b)
∞∑

n=1

ln n
n+1

(c)
∞∑

n=1

en

n3

(d)
∞∑

n=1

ln
(
n2+1
2n2+3

)

(e)
∞∑

n=1

1

1+( 2
3)

n

(f)
∞∑

n=2

1
n3−n .

[Gợi ý]

(a) Tách 2
n2−1

= 1
n−1

− 1
n+1

.

(b) Tách ln n
n+1

= lnn− ln(n+ 1).

(c) Chứng minh lim
n→∞

en

n3 = ∞ (bằng cách chuyển qua giới hạn của hàm số lim
n→∞

ex

x3
= ∞).

Chuỗi đã cho phân kì.

(d) Chứng minh lim
n→∞

an = ln 1
2
. Chuỗi đã cho phân kì.

(e) Chứng minh lim
n→∞

an = 1. Chuỗi đã cho phân kì.

(f) Tách 1
n3−n = 1

(n−1)n(n+1)
= 1

2

[
1

(n−1)n
− 1

n(n+1)

]

.

Bài tập 1.3. Xét sự hội tụ và tính tổng (nếu có) của các chuỗi sau

(a)
(
1
2
+ 1

3

)
+
(

1
22

+ 1
32

)
+ · · ·+

(
1
2n

+ 1
3n

)
+ · · ·

(b) 1
1.2.3

+ 1
2.3.4

+ · · ·

(c) 1
9
+ 2

225
+ · · ·+ n

(2n−1)2(2n+1)2
+ · · ·

[Gợi ý]

(a) Viết chuỗi số đã cho thành tổng của hai chuỗi cấp số nhân (hội tụ)
∞∑

n=1

1
2n

+
∞∑

n=1

1
3n

.

(b) Tách 1
n(n+1)(n+2)

= 1
2

[
1

n(n+1)
− 1

(n+1)(n+2)

]

.

(c) Tách n
(2n−1)2(2n+1)2

= 1
8

[
1

(2n−1)2
− 1

(2n+1)2

]

.

8



2. Chuỗi số dương 9

§2. CHUỖI SỐ DƯƠNG

Định nghĩa 1.1. Chuỗi số
∞∑

n=1

an với an > 0 được gọi là một là chuỗi số dương.

Nhận xét rằng một chuỗi số dương là hội tụ khi và chỉ khi dãy các tổng riêng Sn của chúng
là bị chặn. Trong bài này chúng ta sẽ nghiên cứu các tiêu chuẩn để một chuỗi số dương là
hội tụ.

2.1 Tiêu chuẩn tích phân
Định lý 2.1. Cho f(x) là một hàm số liên tục, dương, giảm trên đoạn [1,∞) và an = f(n).

Khi đó chuỗi số
∞∑

n=1

an và tích phân suy rộng
∫ ∞

1

f(x)dx có cùng tính chất hội tụ hoặc phân

kỳ. Nói cách khác,

i) Nếu
∫ ∞

1

f(x)dx là hội tụ thì
∞∑

n=1

an cũng là hội tụ.

ii) Nếu
∫ ∞

1

f(x)dx là phân kỳ thì
∞∑

n=1

an cũng là phân kỳ.

Chứng minh. Vì f(x) là hàm số giảm nên

un+1 = f(n+ 1) ≤ f(x) ≤ f(n) = un, x ∈ [n, n+ 1], n = 1, 2, · · ·

Lấy tích phân từ n đến n+ 1 ta được

un+1 ≤
n+1∫

n

f(x)dx ≤ un, n = 1, 2, · · ·

Lấy tổng từ 1 đến M − 1 ta được

u2 + u3 + · · ·+ uM ≤
2∫

1

f(x)dx+

3∫

2

f(x)dx+ · · ·+
M∫

M−1

f(x)dx ≤ u1 + u2 + · · ·+ uM−1

hay

u2 + u3 + · · ·+ uM ≤
M∫

1

f(x)dx ≤ u1 + u2 + · · ·+ uM−1. (1.1)

i) Nếu
∫ ∞

0

f(x)dx hội tụ, tức tồn tại lim
M→∞

∫ M

1

f(x)dx = S thì từ bất đẳng thức (1.1) ta

có SM − a1 = u2 + u3 + · · · + uM là một dãy số tăng và bị chặn trên bởi S nên tồn tại

lim
M→∞

(SM − a1) = A. Chuỗi
∞∑

n=1

an hội tụ và có tổng bằng A+ a1.

9



10 Chương 1. Chuỗi (11LT+11BT)

ii) Nếu
∫ ∞

0

f(x)dx phân kì, trong trường hợp này vì hàm f(x) dương nên điều này có

nghĩa là lim
M→∞

∫ M

1

f(x)dx = +∞. Bất đẳng thức (1.1) suy ra lim
M→∞

SM−1 = +∞. Chuỗi
∞∑

n=1

an phân kì.

Chú ý 1.1. Khi sử dụng tiêu chuẩn tích phân, không nhất thiết chuỗi số phải bắt đầu từ
n = 1. Chẳng hạn như chúng ta có thể kiểm tra sự hội tụ của chuỗi số

∞∑

n=4

1
(n−1)2

bằng cách

kiểm tra sự hội tụ của tích phân suy rộng
∫ ∞

4

1
(x−1)2

dx.

Tiêu chuẩn tích phân là một tiêu chuẩn rất hữu ích, đặc biệt là khi an = f(n) với f(x) là
một hàm số sơ cấp mà nguyên hàm có thể tính được và cũng là một hàm số sơ cấp. Chẳng

hạn như, xét sự hội tụ của chuỗi
∞∑

n=1

1
1+n2 . Hàm số f(x) = 1

1+x2
là liên tục, dương, và giảm

trên đoạn [1,∞). Xét tích phân suy rộng
∞∫

1

1

1 + x2
dx = arctan x|∞1 =

π

4
.

Theo tiêu chuẩn tích phân, chuỗi số đã cho hội tụ.

Ví dụ 2.1. Xét sự hội tụ của chuỗi
∞∑

n=1

1
nα (α > 0).

Chứng minh. Xét hàm số f(x) = 1
xα

là liên tục, dương, và giảm trên [1,∞). Dễ dàng

kiểm tra thấy rằng tích phân suy rộng
∫ ∞

1

f(x)dx là hội tụ nếu α > 1 và phân kỳ nếu

0 < α ≤ 1. Áp dụng tiêu chuẩn tích phân ta có chuỗi đã cho hội tụ nếu α > 1 và phân kỳ
nếu 0 < α ≤ 1.

Chú ý 1.2.

a) Hàm zeta được định nghĩa như sau ζ(x) =
∞∑

n=1

1
nx và được sử dụng nhiều trong lý

thuyết số. Nhà toán học Thụy Sĩ Euler là người đầu tiên tính được chính xác ζ(2) =
∞∑

n=1

1
n2 = π2

6
. Ông cũng là người tìm ra công thức ζ(4) =

∞∑

n=1

1
n4 = π4

90
. Hai công thức này

sẽ được chứng minh ở Hệ quả 4.1(Bài về chuỗi hàm số) và Hệ quả 6.1 (Bài về chuỗi
Fourier).

b) Tổng
∞∑

n=1

an và giá trị của tích phân suy rộng
∫ ∞

1

f(x)dx là khác nhau. Chẳng hạn

như
∞∑

n=1

1
n2 = π2

6
trong khi đó

∫ ∞

1

1
1+x2

dx = π
4
.

10



2. Chuỗi số dương 11

Bài tập 2.1. Dùng tiêu chuẩn tích phân chứng minh rằng chuỗi
∑∞

n=2
1

n(lnn)p
là hội tụ khi

và chỉ khi p > 1.

Bài tập 2.2. Dùng tiêu chuẩn tích phân để xác định xem các chuỗi số sau đây là hội tụ
hay phân kỳ.

a)
∞∑

n=1

ln 1
n

(n+ 2)2
b)

∞∑

n=1

n2e−n
3 c)

∞∑

n=1

lnn

n3
d)

∞∑

n=1

ln(1 + n)

(n+ 3)2

e)
∞∑

n=1

e1/n

n2
f)

∞∑

n=1

n2

en
g)

∞∑

n=1

lnn

np
h)

∞∑

n=1

lnn

3n2

Bài tập 2.3. Giải thích tại sao không thể dùng tiêu chuẩn tích phân để xác định xem
chuỗi sau đây là hội tụ hay phân kỳ.

a)
∞∑

n=1

cos πn√
n

b)
∞∑

n=1

cos2 n

1 + n2

2.2 Các tiêu chuẩn so sánh

Định lý 2.2 (Tiêu chuẩn so sánh 1). Cho hai chuỗi số dương
∞∑

n=1

an và
∞∑

n=1

bn có an ≤ bn

với mọi n hoặc kể từ một số n nào đó. Khi đó

i) Nếu
∞∑

n=1

bn là hội tụ thì
∞∑

n=1

an cũng là hội tụ.

ii) Nếu
∞∑

n=1

an là phân kỳ thì
∞∑

n=1

bn cũng là phân kỳ.

Chứng minh. Từ giả thiết suy ra

An = a1 + a2 + · · ·+ an ≤ b1 + b2 + · · ·+ bn = Bn. (1.2)

i) Nếu
∞∑

n=1

bn hội tụ, nghĩa là tồn tại lim
n→+∞

Bn = B và Bn ≤ B với mọi n. Bất đẳng thức

(1.2) chứng tỏ dãy tổng riêng An là một dãy số bị chặn, hơn nữa nó tăng do tính chất

của chuối số dương, nên tồn tại lim
n→+∞

An = A. Chuỗi
∞∑

n=1

an hội tụ.

ii) Bạn đọc có thể tự chứng minh một cách đơn giản cũng dựa vào bất đẳng thức (1.2).

Ví dụ 2.1. Xét sự hội tụ của chuỗi
∞∑

n=1

1
n2+n+1

.

Chứng minh. Ta có 1
n2+n+1

< 1
n2 . Mà

∞∑

n=1

1
n2 là hội tụ theo Ví dụ 2.1, nên chuỗi

∞∑

n=1

1
n2+n+1

cũng là hội tụ.

11



12 Chương 1. Chuỗi (11LT+11BT)

Ví dụ 2.2. Xét sự hội tụ của chuỗi
∞∑

n=2

1
lnn

.

Chứng minh. Ta có lnn < n với mọi n ≥ 2. Do đó 0 < 1
n
< 1

lnn
. Mà chuỗi

∞∑

n=1

1
n

là phân kỳ

theo Ví dụ 2.1, nên chuỗi
∑∞

n=2
1

lnn
là phân kỳ.

Ví dụ 2.3 (Giữa kì, K61). Xét sự hội tụ của các chuỗi số

a)
∞∑

n=1

1
ln(2n+1)

b)
∞∑

n=2

1
ln(2n−1)

c)
∞∑

n=1

cosn√
n3+1

.

d)
∞∑

n=1

sinn√
n3+1

.

Định lý 2.3 (Định lý so sánh 2). Cho hai chuỗi số dương
∞∑

n=1

an và
∞∑

n=1

bn thỏa mãn

lim
n→+∞

an
bn

= c > 0.

Khi đó
∞∑

n=1

an và
∞∑

n=1

bn có cùng tính chất hội tụ hoặc phân kỳ.

Chứng minh. Hình dung rằng lim
n→+∞

an
bn

= c nghĩa là với mọi ǫ > 0 thì từ một lúc nào đó

toàn bộ số hạng của dãy
{
an
bn

}

n≥N
sẽ chui vào trong khoảng (c− ǫ, c+ ǫ).

c+ ǫc− ǫ

an
bn
, ∀n ≥ N

Hình 2.3

Theo giả thiết, với mọi ǫ > 0, tồn tại số N sao cho

c− ǫ <
an
bn

< c+ ǫ⇔ (c− ǫ)bn < an < (c+ ǫ)bn.

Lấy tổng từ n = N đến ∞ ta được

(c− ǫ)
∞∑

n=N

bn ≤
∞∑

n=N

an ≤ (c+ ǫ)
∞∑

n=N

bn. (1.3)

Không mất tính tổng quát số ǫ có thể chọn sao cho c− ǫ > 0. Khi đó

12



2. Chuỗi số dương 13

• vế phải của bất đẳng thức (1.3) chứng tỏ rằng nếu
∞∑

n=1

bn hội tụ thì
∞∑

n=1

an hội tụ,

• vế trái của bất đẳng thức (1.3) chứng tỏ rằng nếu
∞∑

n=1

an hội tụ thì
∞∑

n=1

bn hội tụ.

Chú ý 1.1.

a) Các trường hợp đặc biệt

• Nếu lim
n→+∞

an
bn

= 0 và chuỗi
∞∑

n=1

bn hội tụ thì
∞∑

n=1

an cũng hội tụ. Điều này dễ hiểu vì

lim
n→+∞

an
bn

= 0 suy ra với n đủ lớn thì an
bn

≤ 1 hay an ≤ bn với mọi n ≥ N nào đó.

• Nếu lim
n→+∞

an
bn

= +∞ và chuỗi
∞∑

n=1

bn phân kì thì
∞∑

n=1

an cũng phân kì. Điều này

cũng dễ hiểu vì lim
n→+∞

an
bn

= +∞ suy ra với n đủ lớn thì an
bn

≥ 1 hay an ≥ bn với mọi
n ≥ N nào đó

b) Cũng giống như TPSR, khi xét sự hội tụ của chuỗi số người ta chỉ quan tâm đến
"dáng điệu" của số hạng tổng quát an tại vô cùng. Tiêu chuẩn so sánh thường được
sử dụng để so sánh chuỗi số đã cho với một trong hai chuỗi số sau đây:

• Chuỗi cấp số nhân
∞∑

n=1

qn







hội tụ nếu |q| < 1,

phân kì nếu |q| ≥ 1.

• Chuỗi hàm zeta ζ(α) =
∞∑

n=1

1
nα







hội tụ nếu α > 1,

phân kì nếu α ≤ 1.

Ví dụ 2.1. Xét sự hội tụ của chuỗi
∞∑

n=1

n2+n√
n5+1

.

Chứng minh. Số hạng trội (chiếm ưu thế) của tử số là n2 và số hạng trội của mẫu số là√
n5 = n5/2. Điều đó gợi ý chúng ta so sánh chuỗi số đã cho với chuỗi số

∞∑

n=1

n2√
n5

=
∞∑

n=1

1
n1/2 .

Ta có
an =

n2 + n√
n5 + 1

, bn =
1

n1/2

lim
n→+∞

an
bn

= lim
n→+∞

(n2 + n).n1/2

√
n5 + 1

= lim
n→+∞

1 + 1
n

√

1 + 1
n5

= 1.

Mà chuỗi
∞∑

n=1

1
n1/2 là phân kỳ theo Ví dụ 2.1 nên chuỗi đã cho cũng phân kỳ.

13



14 Chương 1. Chuỗi (11LT+11BT)

Ví dụ 2.2. Xét sự hội tụ của chuỗi
∞∑

n=1

2n+3n

4n+5n
.

Chứng minh. Số hạng trội (chiếm ưu thế) của tử số là 3n và số hạng trội của mẫu số là 5n.

Điều này gợi ý chúng ta so sánh chuỗi số đã cho với chuỗi
∞∑

n=1

(
3
5

)n. Ta có

an =
2n + 3n

4n + 5n
, bn =

(
3

5

)n

lim
n→+∞

an
bn

= lim
n→+∞

(2n + 3n)5n

(4n + 5n)3n
= lim

n→+∞

(
2
3

)n
+ 1

(
4
5

)n
+ 1

= 1.

Mà chuỗi cấp số nhân
∞∑

n=1

(
3
5

)n là hội tụ theo Ví dụ 1.3, do đó chuỗi số đã cho cũng là hội

tụ.

Chú ý 1.2. Tiêu chuẩn so sánh thường được sử dụng để xét sự hội tụ của các chuỗi số có
dạng sau:

1. Chuỗi có số hạng tổng quát là một phân thức, trong đó tử số và mẫu số đều là các đa
thức của n hoặc là các lũy thừa của n, chẳng hạn
∞∑

n=1

a0 + a1n
α1 + a2n

α2 + · · ·+ amn
αm

b0 + b1nβ1 + b2nβ2 + · · ·+ bknβk
, với 0 < α1 < α2 < · · · < αm, 0 < β1 < β2 < · · · < βk.

Khi đó số hạng trội của tử số là amnαm và số hạng trội của mẫu là bknβk . Điều này gợi
ý chúng ta so sánh chuỗi đã cho với chuỗi

∞∑

n=1

nαm

nβk
=

∞∑

n=1

1
nβk−αm . Theo Ví dụ 2.1, chuỗi

đã cho là hội tụ nếu βk − αm > 1 và phân kỳ nếu βk − αm ≤ 1.

2. Chuỗi có số hạng tổng quát là một phân thức, trong đó tử số và mẫu số đều là tổng
của các lũy thừa với số mũ là n, chẳng hạn

∞∑

n=1

α1a
n
1 + α2a

n
2 + · · ·+ αma

n
m

β1bn1 + β2bn2 + · · ·+ βkbnk
, với 0 < a1 < a2 < · · · < am, 0 < b1 < b2 < · · · < bk.

Khi đó số hạng trội của tử số là αma
n
m và số hạng trội của mẫu số là βkb

n
k . Điều này

gợi ý chúng ta so sánh chuỗi số đã cho với chuỗi
∞∑

n=1

(
am
bk

)n

. Theo Ví dụ 1.3, chuỗi đã

cho hội tụ nếu am
bk
< 1 và phân kỳ nếu am

bk
≥ 1.

3. Một dạng chuỗi khác cũng sử dụng tiêu chuẩn so sánh, đó là các chuỗi số có sử dụng
đến các VCB tương đương hoặc khai triển Maclaurin (trong học phần Giải tích I).
Chẳng hạn như, xét sự hội tụ của chuỗi số

∞∑

n=1

(
1

n
− sin

1

n

)

.
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2. Chuỗi số dương 15

Xuất phát từ công thức khai triển Maclaurin của hàm số sin x:

sin x = x− x3

3!
+ o(x3),

ở đó o(x3) là kí hiệu VCB bậc cao hơn x3, ta có

x− sin x =
x3

3!
+ o(x3) ∼ x3

6
khi x→ 0.

Khi n→ ∞ thì 1
n
→ 0, do đó

1

n
− sin

1

n
∼ 1

6n3
khi n→ ∞.

Mà chuỗi
∞∑

n=1

1
n3 hội tụ, nên theo tiêu chuẩn so sánh, chuỗi số đã cho cũng hội tụ. Một

cách tương tự, xét sự hội tụ của các chuỗi số sau:

∞∑

n=1

(

1− cos
1

n

)

,

∞∑

n=1

(

n
√
e− 1− 1

n

)

,

∞∑

n=1

arcsin
n− 1

n2 − n+ 1
.

Một số khai triển Maclaurin

• (1 + x)α = 1 + αx+ α(α−1)
2

x2 + · · ·+ α(α−1)···(α−n+1)
n!

xn + o(xn)

• 1
1+x

= 1− x+ x2 − · · ·+ (−1)nxn + o(xn)

• 1
1−x = 1 + x+ x2 + · · ·+ xn + o(xn)

• ex = 1 + x+ x2

2!
+ · · ·+ xn

n!
+ o(xn)

• sin x = x− x3

3!
+ x5

5!
+ · · ·+ (−1)n x2n+1

(2n+1)!
+ o(x2n+1)

• cos x = 1− x2

2!
+ x4

4!
+ · · ·+ (−1)n x2n

(2n)!
+ o(x2n)

• ln(1 + x) = x− x2

2
+ x3

3
+ · · ·+ (−1)n−1 xn

n
+ o(xn)

Một số VCB tương đương hay dùng khi x→ 0

• x ∼ sin x ∼ tan x ∼ arcsin x ∼ arctan x ∼ ex − 1 ∼ ax − 1

ln a
∼ ln(1 + x),

• m
√
1 + αx− 1 ∼ ln m

√
1 + αx =

1

m
ln (1 + αx) ∼ αx

m
,

• 1− cos x ∼ x2

2
.

Ví dụ 2.3 (Giữa kì, K61). Xét sự hội tụ, phân kì của các chuỗi số

15



16 Chương 1. Chuỗi (11LT+11BT)

a)
∞∑

n=1

ln
(
1 + 1

n

)

b)
∞∑

n=1

ln
(
1 + 2

n

)

c)
+∞∑

n=1

tan(π
√
n2 + 1). d)

+∞∑

n=1

tan(π
√
n2 + 3).

Ví dụ 2.4.

a) Xét sự hội tụ của chuỗi số
∞∑

n=1

arctan
π

2n

Đây là một chuỗi số dương, khi n → ∞, ta có arctan
π

2n
∼ π

2n
. Mà chuỗi

∞∑

n=1

π

2n
=

π
∞∑

n=1

(1

2

)n

là hội tụ, nên chuỗi số
∞∑

n=1

arctan
π

2n
cũng hội tụ.

b) Xét sự hội tụ của chuỗi số
∞∑

n=1

√
n+ 1−

√
n− 1

nα

Khi n→ ∞:
√
n+ 1−

√
n− 1

nα
=

2

(
√
n+ 1 +

√
n− 1)nα

∼ 1

nα+
1
2

, do đó

Nếu α >
1

2
: chuỗi số là hội tụ; nếu α ≤ 1

2
, chuỗi số là phân kì.

c) Xét sự hội tụ của chuỗi số
∞∑

n=1

e−
√
n.

Để sử dụng tiêu chuẩn so sánh đối với các chuỗi số kiểu này, chúng ta ghi nhớ hai giới
hạn quan trọng sau.

i) lim
n→∞

an

nα
= +∞, (a > 1, ∀α), hay nα ≤ en khi n là đủ lớn.

ii) lim
n→∞

n

lnβ n
= +∞, (∀β), hay lnβ n ≤ n khi n là đủ lớn.

Nói một cách khác thì khi n → ∞, hàm số mũ, hàm đa thức và hàm số logarit của n đều
là các VCL. Tuy nhiên, hàm số mũ tiến ra vô cùng "nhanh hơn" hàm đa thức, và hàm đa
thức "nhanh hơn" hàm số logarit.

Chúng ta sẽ dùng giới hạn đầu tiên: (
√
n)α ≤ e

√
n khi n đủ lớn, hay là tương đương,

e−
√
n ≤ n−α

2 , với n đủ lớn và với mọi α. Chọn α = 4, thì chuỗi số
∞∑

n=1

1

n2
là hội tụ; nên chuỗi

số
∞∑

n=1

e−
√
n cũng là hội tụ.

Bài tập 2.4. Dùng tiêu chuẩn so sánh để xét sự hội tụ của các chuỗi số sau

1)
∞∑

n=1

n3

(n+ 2)4
2)

∞∑

n=1

2016n

2015n + 2017n
3)

∞∑

n=1

n sin2 n

1 + n3
4)

∞∑

n=1

3
√
n√

n+ 3

5)
∞∑

n=1

sin(
√
n+ 1−√

n) 6)
∞∑

n=1

n+ sinn
3
√
n7 + 1

7)
∞∑

n=1

sin
n+ 1

n3 + n+ 1
8)

∞∑

n=1

ln

[

1 +
1

3n2

]

16



2. Chuỗi số dương 17

2.3 Tiêu chuẩn d’Alambert
Định lý 2.4. Giả sử tồn tại lim

n→+∞
an+1

an
= L. Khi đó

i) Nếu L < 1 thì chuỗi đã cho hội tụ.

ii) Nếu L > 1 thì chuỗi đã cho phân kỳ.

Chứng minh. 1. Hình dung rằng lim
n→+∞

an+1

an
= L nghĩa là với mọi ǫ > 0 thì từ một lúc

nào đó toàn bộ số hạng của dãy
{
an+1

an

}

n≥N
sẽ chui vào trong khoảng (L− ǫ, L+ ǫ).

L+ ǫL− ǫ

an+1

an
, ∀n ≥ N

Hình 2.4

Nếu L < 1 ta chọn số ǫ > 0 bất kì nào đó sao cho L + ǫ < 1. Vì lim
n→+∞

an+1

an
= L nên tồn

tại số N sao cho
an+1

an
< L+ ǫ, ∀n ≥ N.

Do đó

an < (L+ ǫ)an−1 < (L+ ǫ)2an−2 < · · · < aN(L+ ǫ)n−N =
aN

(L+ ǫ)N
.(L+ ǫ)n, ∀n > N.

Chuỗi cấp số nhân
∞∑

n=1

(L + ǫ)n hội tụ (L + ǫ < 1) nên theo tiêu chuẩn so sánh, chuỗi
∞∑

n=1

an cũng hội tụ.

2. Nếu L > 1 thì un+1 > un với n đủ lớn, chẳng hạn với mọi n ≥ N . Khi đó, lim
n→+∞

an ≥
aN > 0. Chuỗi đã cho phân kì theo tiêu chuẩn điều kiện cần.

Chú ý:

• Nếu L = 1 thì không kết luận được gì về sự hội tụ hay phân kì của chuỗi đã cho.

Chẳng hạn như cả hai chuỗi
∞∑

n=1

1
n

và
∞∑

n=1

1
n2 đều thỏa mãn L = 1 nhưng chuỗi số đầu

tiên phân kì còn chuỗi số sau hội tụ.

17



18 Chương 1. Chuỗi (11LT+11BT)

• Trong các bài toán có dùng tiêu chuẩn d’Alambert, giới hạn sau đây thường hay được
sử dụng

lim
n→+∞

(

1 +
α

n

)n

= eα.

Chứng minh. Giới hạn trên có thể được chứng minh bằng cách chuyển qua giới hạn
của hàm số như sau.

Ta có

lim
x→+∞

ln
(

1 +
α

x

)x

= lim
x→+∞

ln
(
1 + α

x

)

1
x

= lim
x→+∞

α
x
1
x

= α.

Do đó
lim

x→+∞

(

1 +
α

x

)x

= eα.

Ví dụ 2.1. Xét sự hội tụ của chuỗi
∞∑

n=1

2n

n!
.

Chứng minh. Ta có

lim
n→+∞

an+1

an
= lim

n→+∞

2n+1

(n+ 1)!
:
2n

n!
= lim

n→+∞

2

n+ 1
= 0 < 1.

Theo tiêu chuẩn d’Alambert, chuỗi đa cho hội tụ.

Ví dụ 2.2. Xét sự hội tụ của chuỗi
∞∑

n=1

2nn!
nn .

Chứng minh. Ta có

lim
n→+∞

an+1

an
= lim

n→+∞

2n+1(n+ 1)!

(n+ 1)n+1
:
2nn!

nn

= lim
n→+∞

2

(
n

n+ 1

)n

= lim
n→+∞

2

[(

1− 1

n+ 1

)n+1
] n

n+1

=
2

e
< 1.

Theo tiêu chuẩn d’Alambert, chuỗi đa cho hội tụ.

Ví dụ 2.3. Xét sự hội tụ của chuỗi
∞∑

n=1

n2 + 5

3n
. Ta có

lim
n→∞

∣
∣
∣
un+1

un

∣
∣
∣ = lim

n→∞

(n+ 1)2 + 5

3(n2 + 5)
=

1

3
< 1

nên chuỗi đa cho hội tụ theo tiêu chuẩn d’Alambert.

Ví dụ 2.4 (Giữa kì, K61). Xét sự hội tụ của các chuỗi số

18



2. Chuỗi số dương 19

a)
∞∑

n=1

1
(n+1)!

b)
∞∑

n=1

1
(n+2)!

Bài tập 2.5. Dùng tiêu chuẩn d’Alambert để xét sự hội tụ của các chuỗi số sau

a)
∞∑

n=1

5n(n!)2

n2n

b)
∞∑

n=1

(2n+1)!!
nn

c)
∞∑

n=1

(n2+n+1)
2n(n+1)

d)
∞∑

n=1

(2n)!!
nn

e)
∞∑

n=1

22n+1

5n ln(n+1)

f)
∞∑

n=1

(
sin n+sinn

3n+1

)n

g)
∞∑

n=1

nn+n+1
n!πn

h)
∞∑

n=1

ln
(
1 + n+1

2n+1

)
.

2.4 Tiêu chuẩn Cauchy
Định lý 2.5. Giả sử tồn tại lim

n→+∞
n
√
an = L. Khi đó

i) Nếu L < 1 thì chuỗi đã cho hội tụ.

ii) Nếu L > 1 thì chuỗi đã cho phân kỳ.

Chứng minh. i) Hình dung rằng lim
n→+∞

n
√
an = L nghĩa là với mọi ǫ > 0 thì từ một lúc

nào đó toàn bộ số hạng của dãy
{

n
√
an
}

n≥N sẽ chui vào trong khoảng (L− ǫ, L+ ǫ).

L+ ǫL− ǫ

n
√
an, ∀n ≥ N

Hình 2.5

Nếu L < 1 ta chọn số ǫ > 0 bất kì nào đó sao cho L+ ǫ < 1. Vì lim
n→+∞

n
√
an = L nên tồn

tại số N sao cho
n
√
an < L+ ǫ⇔ an < (L+ ǫ)n, ∀n ≥ N.

Chuỗi cấp số nhân
∞∑

n=1

(L+ ǫ)n hội tụ (do L+ ǫ < 1) nên theo tiêu chuẩn so sánh, chuỗi
∞∑

n=1

an cũng hội tụ.

ii) Nếu L > 1 ta chọn số ǫ > 0 bất kì nào đó sao cho L− ǫ > 1. Vì lim
n→+∞

n
√
an = L nên tồn

tại số N sao cho
n
√
an > L− ǫ⇔ an > (L− ǫ)n, ∀n ≥ N.

Chuỗi cấp số nhân
∞∑

n=1

(L − ǫ)n phân kì (do L − ǫ > 1) nên theo tiêu chuẩn so sánh,

chuỗi
∞∑

n=1

an cũng phân kì.
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20 Chương 1. Chuỗi (11LT+11BT)

Chú ý:

• Nếu L = 1 thì không kết luận được gì về sự hội tụ hay phân kì của chuỗi đã cho.

Chẳng hạn như cả hai chuỗi
∞∑

n=1

1
n

và
∞∑

n=1

1
n2 đều thỏa mãn L = 1 nhưng chuỗi số đầu

tiên phân kì còn chuỗi số sau hội tụ.

• Trong các bài toán có dùng tiêu chuẩn Cauchy, các giới hạn sau đây thường hay được
sử dụng

lim
n→+∞

n
√
n = 1, lim

n→+∞
n
√
a = 1, ∀a > 0.

Chứng minh. Bạn đọc có thể dễ dàng chứng minh hai giới hạn trên bằng cách đưa
về giới hạn của các hàm số sau đây:

lim
x→+∞

x
1
x = 1, lim

x→+∞
a

1
x = 1, ∀a > 0.

Ví dụ 2.1. Xét sự hội tụ của chuỗi số
∞∑

n=1

(
2n+1
3n+1

)n.

Chứng minh. Ta có

lim
n→+∞

n
√
an = lim

n→+∞

2n+ 1

3n+ 1
=

2

3
< 1.

Theo tiêu chuẩn Cauchy chuỗi đã cho hội tụ.

Ví dụ 2.2. Xét sự hội tụ của chuỗi số
∞∑

n=1

(
n
n+1

)n2

.

Chứng minh. Ta có

lim
n→+∞

n
√
an = lim

n→+∞

(
n

n+ 1

)n

=

(

1− 1

n+ 1

)n

=
1

e
< 1.

Theo tiêu chuẩn Cauchy chuỗi đã cho hội tụ.

Ví dụ 2.3 (Giữa kì, K61). Xét sự hội tụ của các chuỗi số

a)
∞∑

n=1

nn2

(n+1)n
2 b)

∞∑

n=1

(n+1)n
2

nn2

20



2. Chuỗi số dương 21

2.5 Tiêu chuẩn d’Alambert vs Tiêu chuẩn Cauchy
Định lý dưới đây khẳng định rằng tiêu chuẩn Cauchy mạnh hơn tiêu chuẩn d’Alambert,

theo nghĩa là nếu có thể dùng tiêu chuẩn d’Alambert để kiểm tra sự hội tụ hay phân kì
của một chuỗi số dương thì tiêu chuẩn Cauchy cũng có thể sử dụng được.

Định lý 2.6. Cho chuỗi số dương
∞∑

n=1

an. Nếu tồn tại lim
n→+∞

an+1

an
= L ∈ [0,∞] thì

lim
n→+∞

n
√
an = L.

Chứng minh. Định lý trên được chứng minh một cách rất đơn giản chỉ dựa vào định nghĩa
của giới hạn. Hình dung rằng lim

n→+∞
an+1

an
= L nghĩa là với mọi ǫ > 0 thì từ một lúc nào đó

toàn bộ số hạng của dãy
{
an+1

an

}

n≥N
sẽ chui vào trong khoảng (L− ǫ, L+ ǫ).

L+ ǫL− ǫ

an+1

an
, ∀n ≥ N

Hình 2.6

Một cách chính xác, với mọi ǫ > 0, tồn tại N = N(ǫ) sao cho

L− ǫ <
an+1

an
< L+ ǫ, ∀n ≥ N.

Do đó
(L− ǫ)n−N <

aN+1

aN
.
aN+2

aN+1

· · · an
an−1

< (L+ ǫ)n−N

hay
(L− ǫ)n−N <

an
aN

< (L+ ǫ)n−N , ∀n > N.

Từ đó suy ra
aN(L− ǫ)n−N < an < aN(L+ ǫ)n−N , ∀n > N.

Lấy căn bậc n và cho n→ ∞ ta được

lim
n→+∞

n
√
aN lim

n→+∞
(L− ǫ)1−

N
n ≤ lim

n→+∞
n
√
an ≤ lim

n→+∞
n
√
aN lim

n→+∞
(L+ ǫ)1−

N
n

Do đó
L− ǫ ≤ lim

n→+∞
n
√
an ≤ L+ ǫ. (1.4)
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22 Chương 1. Chuỗi (11LT+11BT)

Chú ý rằng ở đây ta đã sử dụng lim
n→+∞

n
√
aN = 1. Bất đẳng thức (1.4) đúng với mọi ǫ > 0.

Điều này chỉ có thể xảy ra khi

lim
n→+∞

n
√
an = L.

Mặc dù tiêu chuẩn Cauchy mạnh hơn tiêu chuẩn d’Alambert, nhưng đôi khi việc này chỉ
mang tính chất lý thuyết. Có những bài tập "đặc thù" mà việc dùng tiêu chuẩn d’Alambert
dễ dàng hơn rất nhiều so với tiêu chuẩn Cauchy. Chẳng hạn như,

Ví dụ 2.1. Xét sự hội tụ của chuỗi
∞∑

n=1

1
n!

. Ta có

lim
n→+∞

an+1

an
= lim

n→+∞

1

n+ 1
= 0 < 1

nên chuỗi đã cho hội tụ. Nếu muốn dùng tiêu chuẩn Cauchy trong trường hợp này các bạn
phải đi tính lim

n→+∞
n

√
1
n!

. Giới hạn này không dễ tính, mặc dù theo Định lý 2.6,

lim
n→+∞

n

√

1

n!
= 0.

Bài tập 2.6. Chứng minh rằng

lim
n→+∞

n

√

1

n!
= 0.

Chứng minh. Vì lim
n→+∞

1
n
= 0 nên theo định nghĩa giới hạn của dãy số, với mọi ǫ > 0, tồn

tại số N = N(ǫ) sao cho
1

n
< ǫ, ∀n ≥ N.

Do đó,

0 ≤ n

√

1

n!
=

n

√

1

1.2. . . . N . . . n
=

n

√

1

N !
. n

√

1

(N + 1)(N + 2) . . . n
≤ n

√

1

N !

n
√
ǫn−N =

n

√

1

N !
ǫ1−

N
n .

Vì vậy

0 ≤ lim
n→+∞

n

√

1

n!
≤ lim

n→+∞
n

√

1

N !
ǫ1−

N
n = ǫ. (1.5)

Chú ý rằng ở đây ta đã sử dụng giới hạn lim
n→+∞

n

√
1
N !

= 1, với mỗi số N cho trước.

Bất đẳng thức (1.5) đúng với mỗi số ǫ > 0 tùy ý nên lim
n→+∞

n

√
1
n!

= 0.

Cuối cùng, để chỉ ra tiêu chuẩn Cauchy mạnh hơn tiêu chuẩn d’Alambert, chúng ta xét ví
dụ sau:
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2. Chuỗi số dương 23

Ví dụ 2.2. Xét chuỗi số dương
∞∑

n=1

2−n+(−1)n . Chứng minh rằng

• Không tồn tại lim
n→+∞

an+1

an
, nói cách khác tiêu chuẩn d’Alambert không sử dụng được

trong trường hợp này.

• lim
n→+∞

n
√
an = 1

2
, do đó theo tiêu chuẩn Cauchy, chuỗi đã cho hội tụ.

Bài tập 2.7. Hãy xây dựng thêm các ví dụ khác mà tiêu chuẩn d’Alambert không áp dụng
được nhưng có thể dùng tiêu chuẩn Cauchy để kiểm tra sự hội tụ hay phân kì của chuỗi
đó.

Bài tập 2.8. Dùng tiêu chuẩn Cauchy để xét sự hội tụ của các chuỗi số sau

1)
∞∑

n=1

(
n2 + n+ 1

3n2 + n+ 1

)n

2)
∞∑

n=1

(
n

n+ 2

)n

3)
∞∑

n=1

nn
2
5n

2n(n+ 1)n2

4)
∞∑

n=1

(
n+ 2

n+ 3

)n(n+4)

5)
∞∑

n=1

(
n+ 3

n+ 2

)n(n+4)

6)
∞∑

n=1

(
n2 +

√
n+ sinn

2n2 + 1

)3n

2.6 Bài tập ôn tập
Bài tập 2.9. Sử dụng các tiêu chuẩn: So sánh, D’Alembert, Cauchy, Tích phân, xét sự hội
tụ của các chuỗi sau

(a)
∞∑

n=1

n
10n2+1

,

(b)
∞∑

n=2

n√
(n−1)(n+2)

,

(c)
∞∑

n=2

(
1+n
n2−1

)2
,

(d)
∞∑

n=1

√
n+1−

√
n−1

n
3
4

,

(e)
∞∑

n=1

1
n2

(
1+n
n

)n
,

(f)
∞∑

n=2

1
lnn

,

(g)
∞∑

n=2

lnn√
n

,

(h)
∞∑

n=2

1√
n
ln 1+n

n−1
,

(i)
∞∑

n=1

(
1
n
− ln 1+n

n

)
,

(j)
∞∑

n=2

ln n2+
√
n

n2−n tan 1
n2 ,

(k)
∞∑

n=1

(3n+1)!
n28n

,

(l)
∞∑

n=2

1.3.5...(2n−1)
22n(n−1)!

.

[Gợi ý]

(a) Dùng tiêu chuẩn so sánh, chuỗi đã cho phân kì.

(b) Chứng minh lim
n→+∞

an = 1, chuỗi đã cho phân kì.

(c) Dùng tiêu chuẩn so sánh, chuỗi đã cho hội tụ.

(d) Nhân liên hợp và dùng tiêu chuẩn so sánh, chuỗi đã cho hội tụ.
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24 Chương 1. Chuỗi (11LT+11BT)

(e) Dùng tiêu chuẩn so sánh, với gợi ý lim
n→+∞

(
1+n
n

)n
= lim

n→+∞

(
1 + 1

n

)n
= e, chuỗi đã cho

hội tụ.

(f) Dùng tiêu chuẩn so sánh, chứng minh 1
lnn

> 1
n
, ∀n ≥ 2, chuỗi đã cho phân kì.

(g) Dùng tiêu chuẩn so sánh, chứng minh ln√
n
> ln 2√

n
, ∀n ≥ 2, chuỗi đã cho phân kì.

(h) Viết 1√
n
ln 1+n

n−1
= 1√

n
ln
(
1 + 2

n−1

)
∼ 1√

n
. 2
n−1

khi n → ∞. Dùng tiêu chuẩn so sánh, chuỗi
đã cho hội tụ.

(i) Nhớ lại khai triển Maclaurin trong học phần Giải tích I, ln(1+ x) = x− x2

2
+ o(x2), do

đó x− ln(1 + x) ∼ x2

2
khi x→ 0. Vậy 1

n
− ln

(
1 + 1

n

)
∼ 1

2n2 khi n→ ∞.

(j) ln n2+
√
n

n2−n tan 1
n2 = ln

(

1 + n+
√
n

n2−n

)

tan 1
n2 ∼ n+

√
n

n2−n .
1
n2 ∼ 1

n3 khi n→ ∞.

(k) Dùng tiêu chuẩn d’Alambert, chuỗi đã cho hội tụ.

(l) Dùng tiêu chuẩn d’Alambert, chuỗi đã cho phân kì.

Bài tập 2.10. Xét sự hội tụ của các chuỗi số

(a)
∞∑

n=1

1
5n

(
1− 1

n

)n2

,

(b)
∞∑

n=1

3n(n!)2

(2n)!
,

(c)
∞∑

n=1

n2+5
2n

,

(d)
∞∑

n=1

(
n−1
n+1

)(n−1)n,

(e)
∞∑

n=1

7n(n!)2

n2n ,

(f)
∞∑

n=1

√
n
(

n
4n−3

)2n,

(g)
∞∑

n=1

ln 1
n

n2 ,

(h)
∞∑

n=1

sin
[
π(2 +

√
3)n
]
,

(i)
∞∑

n=3

1
n lnn(ln lnn)2

,

(j)
∞∑

n=1

enn!
nn .

[Gợi ý]

(a) Sử dụng tiêu chuẩn Cauchy, chuỗi đã cho hội tụ.

(b) Sử dụng tiêu chuẩn d’Alambert, chuỗi đã cho hội tụ.

(c) Sử dụng tiêu chuẩn d’Alambert, chuỗi đã cho hội tụ.

(d) Sử dụng tiêu chuẩn Cauchy, chuỗi đã cho hội tụ.

(e) Sử dụng tiêu chuẩn d’Alambert, chuỗi đã cho hội tụ.

(f) Có thể sử dụng tiêu chuẩn d’Alambert hoặc Cauchy, chuỗi đã cho hội tụ. Nếu sử dụng
tiêu chuẩn Cauchy thì các bạn nên nhớ một giới hạn quan trọng sau lim

n→+∞
n
√
n = 1.

Chứng minh giới hạn này bằng cách lim
n→+∞

ln n
√
n = lim

n→+∞
lnn
n

= lim
x→+∞

lnx
x

= 0.
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2. Chuỗi số dương 25

(g) ln 1
n

n2 = − lnn
n2 . Ta có lnn <

√
n với mọi n ≥ 4, nên lnn

n2 < 1

n
3
2

với mọi n ≥ 4. Dùng tiêu
chuẩn so sánh, chuỗi đã cho hội tụ. Tại sao lại nghĩ đến bất đẳng thức lnn <

√
n với

mọi n ≥ 4? Các bạn nhớ rằng lnn là vô cùng lớn bậc thấp hơn xα với mọi α > 0. Nói
cách khác,

lim
n→+∞

lnn

nα
= lim

x→+∞

ln x

xα
= lim

x→∞

1
x

αxα−1
= lim

x→∞

1

αxα
= 0.

Chính vì vậy, với mọi α > 0 thì "đến một lúc nào đó", hay là với n "đủ lớn", hoặc chính
xác hơn, tồn tại N ∈ N sao cho

lnn < nα với mọi n ≥ N.

Cụ thể, trong bài tập này chúng ta có thể chọn α = 1
2

như gợi ý trên, hoặc có thể chọn
α ∈ (0, 1) bất kì.

(h) {Sn}, Sn = (2 +
√
3)n + (2−

√
3)n thỏa mãn Sn+2 = 4Sn+1 − Sn, với mọi n ≥ 0.

Bằng quy nạp, có thể chứng minh được rằng Sn là chia hết cho 4, do đó nó là số chẵn
với mọi n.

Vì vậy, sin[π(2 +
√
3)n] = − sin[π(2−

√
3)n] ∼ −π(2−

√
3)n khi n→ ∞.

∞∑

n=0

π(2−
√
3)n là hội tụ bởi vì 0 < π(2−

√
3) < 1, chuỗi đã cho hội tụ.

(i) Dùng tiêu chuẩn tích phân, chuỗi đã cho hội tụ.

(j) Dùng tiêu chuẩn d’Alambert, chuỗi đã cho hội tụ.
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26 Chương 1. Chuỗi (11LT+11BT)

§3. CHUỖI SỐ VỚI SỐ HẠNG CÓ DẤU BẤT KÌ

3.1 Chuỗi hội tụ tuyệt đối, bán hội tụ

Định lý 3.1. Nếu
∞∑

n=1

|an| là hội tụ thì
∞∑

n=1

an cũng là hội tụ.

Chứng minh. Đặt Sn = a1 + a2 + · · ·+ an, Tn = |a1|+ |a2|+ · · ·+ |an|, ta có

Sn + Tn = (a1 + |a1|) + (a2 + |a2|) + · · ·+ (an + |an|)
≤ 2|a1|+ 2|a2|+ · · ·+ 2|an|
≤ 2T,

(1.6)

ở đó T =
∞∑

n=1

|an|. Vậy {Sn + Tn}n∈N là một dãy số tăng và bị chặn trên, nên tồn tại

A = lim
n→+∞

(Sn + Tn).

Suy ra
lim

n→+∞
Sn = A− lim

n→+∞
Tn = A− T,

chuỗi
∞∑

n=1

an hội tụ và có tổng bằng A− T .

Chú ý 1.1. Mệnh đề đảo của Định lý 3.1 là không đúng. Nghĩa là nếu chuỗi
∞∑

n=1

an hội tụ

thì không kết luận được chuỗi
∞∑

n=1

|an| cũng là hội tụ, xem Ví dụ 3.1 dưới đây. Điều này dẫn

chúng ta đến định nghĩa sau.

Định nghĩa 1.1 (Hội tụ tuyệt đối, bán hội tụ). Chuỗi
∞∑

n=1

an được gọi là

i) hội tụ tuyệt đối nếu
∞∑

n=1

|an| là hội tụ,

ii) bán hội tụ nếu
∞∑

n=1

an là hội tụ và
∞∑

n=1

|an| là phân kỳ.

Ví dụ 3.1. Xét sự hội tụ tuyệt đối của chuỗi số
∞∑

n=1

(−1)n n
2n

.

Chứng minh. Chuỗi
∞∑

n=1

∣
∣(−1)n n

2n

∣
∣ =

∞∑

n=1

n
2n

là hội tụ (theo tiêu chuẩn d’Alambert) nên chuỗi

đã cho là hội tụ tuyệt đối.
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3. Chuỗi số với số hạng có dấu bất kì 27

Ví dụ 3.2. Xét sự hội tụ tuyệt đối của chuỗi số
∞∑

n=1

sinn√
n3

.

Chứng minh. Xét chuỗi
∞∑

n=1

∣
∣
∣
sinn√
n3

∣
∣
∣ có

∣
∣
∣
sinn√
n3

∣
∣
∣ ≤ 1√

n3
. Mà chuỗi

∞∑

n=1

1√
n3

là hội tụ, do đó chuỗi số

đã cho là hội tụ tuyệt đối.

Chú ý 1.2. Nếu chuỗi
∞∑

n=1

|an| là phân kỳ thì chưa kết luận được chuỗi
∞∑

n=1

an cũng là phân

kỳ, ví dụ như trường hợp chuỗi bán hội tụ trong Ví dụ 3.1 dưới đây chẳng hạn. Tuy nhiên,
nếu chuỗi

∞∑

n=1

|an| là phân kỳ theo tiêu chuẩn d’Alambert hoặc theo tiêu chuẩn Cauchy thì

chuỗi
∞∑

n=1

an cũng là phân kỳ.

Định lý 3.2 (Tiêu chuẩn d’Alambert mở rộng). Giả sử tồn tại lim
n→+∞

∣
∣
∣
an+1

an

∣
∣
∣ = L. Khi đó

i) Nếu L < 1 thì chuỗi đã cho hội tụ tuyệt đối (và do đó hội tụ).

ii) Nếu L > 1 thì cả hai chuỗi
∞∑

n=1

|an| và
∞∑

n=1

an đều là phân kỳ.

Định lý 3.3 (Tiêu chuẩn Cauchy mở rộng). Giả sử tồn tại lim
n→+∞

√

|an| = L. Khi đó

i) Nếu L < 1 thì chuỗi đã cho hội tụ tuyệt đối (và do đó hội tụ).

ii) Nếu L > 1 thì cả hai chuỗi
∞∑

n=1

|an| và
∞∑

n=1

an đều là phân kỳ.

Ví dụ 3.1. Xét sự hội tụ của chuỗi số
∞∑

n=1

an

(1− a2)n
(0 < |a| 6= 1). Ta có

l = lim
n→∞

n
√

|un| = lim
n→∞

n
√

|a|n
|1− a2| =

1

|1− a2| .

Nếu 0 < |a| <
√
2 thì l =

1

|1− a2| > 1, chuỗi đã cho phân kì theo tiêu chuẩn Cauchy.

Nếu |a| >
√
2 thì l =

1

a2 − 1
< 1, chuỗi đã cho hội tụ.

Nếu |a| =
√
2 thì lim

n→∞
|un| = lim

n→∞
n
√
2 = +∞, chuỗi đã cho phân kì theo tiêu chuẩn điều

kiện cần.

Để chỉ ra cho bạn đọc các ví dụ về chuỗi bán hội tụ, chúng ta cần đến khái niệm chuỗi
đan dấu sau.
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3.2 Chuỗi đan dấu

Định nghĩa 1.1. Chuỗi số có dạng
∞∑

n=1

(−1)n−1an với an > 0 được gọi là một chuỗi đan dấu.

Định lý 3.4 (Định lý Leibniz). Nếu {an}∞n=1 là một dãy số dương, giảm và lim
n→+∞

an = 0

thì
∞∑

n=1

(−1)n−1an là một chuỗi số hội tụ và
∞∑

n=1

(−1)n−1an ≤ a1.

y

x

b1
−b2
b3
−b4
b5
−b6

O S2 S4 S6 S S5 S3 S1

Chứng minh. Xét dãy tổng riêng S2n có

S2n+2 = (a1 − a2) + (a3 − a4) + · · ·+ (a2n − a2n+2) ≥ S2n.

Mặt khác
S2n = a1 − (a2 − a3)− · · · (a2n−2 − a2n−1)− a2n ≤ a1.

Như vậy dãy tổng riêng chẵn {S2n} là một dãy số tăng và bị chặn trên bởi a1 nên tồn tại
lim

n→+∞
S2n = S ≤ a1. Bây giờ xét dãy tổng riêng lẻ S2n+1 = S2n+ a2n+1 nên

lim
n→+∞

S2n+1 = lim
n→+∞

S2n + lim
n→+∞

a2n+1 = S + 0 = S.

Kết luận:
∞∑

n=1

(−1)n−1an là một chuỗi số hội tụ và
∞∑

n=1

(−1)n−1an = S ≤ a1.

Ví dụ 3.1. Xét sự hội tụ tuyệt đối của chuỗi
∞∑

n=1

(−1)n−1

n+1
.

Chứng minh. Xét chuỗi
∞∑

n=1

∣
∣
∣
(−1)n−1

n+1

∣
∣
∣ =

∞∑

n=1

1
n+1

là phân kỳ. Mặt khác an = 1
n+1

là một dãy số

dương, giảm và lim
n→+∞

an = 0, do đó chuỗi đan dấu
∞∑

n=1

(−1)n−1

n+1
là hội tụ. Vậy chuỗi số đã cho

là bán hội tụ.

Ví dụ 3.2. Xét sự hội tụ tuyệt đối của chuỗi số
∞∑

n=1

(−1)n−1 n2

n3+1
.
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Chứng minh. Dễ nhận thấy rằng chuỗi
∞∑

n=1

∣
∣
∣(−1)n−1 n2

n3+1

∣
∣
∣ =

∞∑

n=1

n2

n3+1
là phân kỳ. Xét chuỗi

đan dấu
∞∑

n=1

(−1)n−1 n2

n3+1
có an = n2

n3+1
. Trong trường hợp này sẽ không dễ dàng để nhìn thấy

ngay an là một chuỗi số giảm. Xét hàm số f(x) = x2

x3+1
có

f ′(x) =
x(2− x3)

(x3 + 1)2
.

f ′(x) < 0 nếu x > 3
√
2, do đó f(x) là hàm số giảm trên (2,∞). Do đó an > an+1 với n > 2.

Theo tiêu chuẩn Leibniz, chuỗi đan dấu đã cho hội tụ và do đó bán hội tụ.

Bài tập 3.1. Xét sự hội tụ tuyệt đối và bán hội tụ của các chuỗi số sau.

a)
∞∑

n=1

(−1)n 2n+1
3n+2n

,

b)
∞∑

n=1

(−1)n n2

n3+4
,

c)
∞∑

n=1

(−1)n(n2+n+1)
2n(n+1)

,

d)
∞∑

n=1

(−1)n sin
(
π
n

)
,

e)
∞∑

n=1

(−1)nn2

πn ,

f)
∞∑

n=1

(−1)n

3nn!
,

g)
∞∑

n=1

(−1)n
(
n+1
n+2

)n,

h)
∞∑

n=1

(−1)n sin 1
n
√
n
,

i)
∞∑

n=1

(−1)n lnn
n

.

3.3 Hội tụ tuyệt đối vs Bán hội tụ
Chuỗi hội tụ tuyệt đối và bán hội tụ khác nhau căn bản ở nhận xét sau đây.

• Với chuỗi hội tụ tuyệt đối, cho dù có thay đổi vị trí các số hạng một cách tùy ý như
thế nào đi nữa, chuỗi số mới nhận được vẫn hội tụ tuyệt đối và có tổng bằng chuỗi
ban đầu.

• Còn với chuỗi bán hội tụ thì với mọi M ∈ R (thậm chí bằng ∞), tồn tại một cách thay
đổi thay đổi vị trí các số hạng của chuỗi đã cho để nhận được chuỗi mới có tổng bằng
M .

Đó chính là nội dung của hai Định lý rất sâu sắc, Định lý Dirichlet và Định lý Riemann.

Định lý 3.5.

1. (Dirichlet) Cho chuỗi
∞∑

n=1

an là hội tụ tuyệt đối và
∞∑

n=1

|an| = S. Gọi π : N → N là một

phép hoán vị (hay phép thế, phép song ánh, hay nói nôm na là một cách sắp xếp lại
thứ tự các phần tử) bất kì của N. Khi đó chuỗi

∞∑

n=1

aπ(n) cũng hội tụ tuyệt đối và có

tổng bằng S.
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2. (Riemann) Cho chuỗi
∞∑

n=1

an là bán hội tụ và M là một số thực bất kì. Khi đó tồn tại

một phép hoán vị π trên N sao cho chuỗi aπ(n) hội tụ và có tổng bằng M .

Chứng minh. 1. Hiển nhiên

Tn = |aπ(1)|+ |aπ(2)|+ · · ·+ |aπ(n)| ≤
∞∑

n=1

|an| = S, ∀n,

nên dãy các tổng riêng {Tn}n∈N của chuỗi
∞∑

n=1

|aπ(n)| là một dãy số tăng và bị chặn.

Do đó tồn tại lim
n→+∞

Tn = T ≤ S. Bất đẳng thức ngược lại được chứng minh một cách

tương tự. Vậy chuỗi
∞∑

n=1

aπ(n) hội tụ tuyệt đối và

∞∑

n=1

|aπ(n)| =
∞∑

n=1

|an| = T.

Giả sử
∞∑

n=1

an = A. Để chứng minh chuỗi
∞∑

n=1

aπ(n) cũng có tổng bằng A, ta viết

aπn =

( |aπn |+ aπn
2

)

−
( |aπn | − aπn

2

)

= a′πn − a′′πn .

(1.7)

∞∑

n=1

a′πn ,
∞∑

n=1

a′′πn là các chuỗi số dương và theo chứng minh ở trên thì

∞∑

n=1

a′πn =
1

2

( ∞∑

n=1

|aπn |+
∞∑

n=1

aπn

)

=
1

2
(T + A),

∞∑

n=1

a′′πn =
1

2

( ∞∑

n=1

|aπn | −
∞∑

n=1

aπn

)

=
1

2
(T − A).

Do đó ∞∑

n=1

aπn =
1

2
(T + A) +

1

2
(T − A) = A.

2. Ta thừa nhận Định lý này.

Ví dụ 3.1. Chúng ta biết rằng chuỗi đan dấu
∞∑

n=1

(−1)n−1

n
là bán hội tụ. Giả sử

S =
∞∑

n=1

(−1)n−1

n
.
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3. Chuỗi số với số hạng có dấu bất kì 31

Bây giờ ta sẽ chỉ ra một cách sắp xếp lại chuỗi đan dấu trên để được một chuỗi mới có tổng
chỉ bằng 1

2
S. Chuỗi mới như sau

1− 1

2
− 1

4
+

1

3
− 1

6
− 1

8
+

1

5
− 1

10
− 1

12
+ · · · ,

tức là thay vì dấu cộng và dấu trừ xen kẽ thì cứ một dấu cộng rồi đến hai dấu trừ. Như
vậy mỗi block sẽ gồm ba phần tử là 1

2k−1
− 1

4k−2
− 1

4k
= 1

2(2k−1)
− 1

2.2k
. Vậy chuỗi mới có thể

viết dưới dạng như sau:
(

1− 1

2

)

− 1

4
+

(
1

3
− 1

6

)

− 1

8
+

(
1

5
− 1

10

)

− 1

12
+ · · ·

=
1

2
− 1

4
+

1

6
− 1

8
+

1

10
− 1

12
+ · · ·+ 1

2(2k − 1)
− 1

2.2k
+ · · ·

=
1

2

(

1− 1

2
+

1

3
− · · ·

)

=
1

2
S.

3.4 Phép nhân chuỗi

Định nghĩa 1.1. Cho
∞∑

n=0

an và
∞∑

n=0

bn là hai chuỗi bất kì. Khi đó chuỗi
∞∑

n=0

cn, ở đó

cn =
n∑

k=1

akbn+1−k

được gọi là tích của hai chuỗi
∞∑

n=0

an và
∞∑

n=0

bn.

Định lý 3.6. Cho
∞∑

n=0

an và
∞∑

n=0

bn là các chuỗi hội tụ tuyệt đối và
∞∑

n=0

an = A và
∞∑

n=0

bn = B.

Khi đó chuỗi tích
∞∑

n=0

cn cũng hội tụ tuyệt đối và
∞∑

n=0

cn = AB.

Tại sao lại định nghĩa phép nhân chuỗi của hai chuỗi
∞∑

n=0

an và
∞∑

n=0

bn theo cách như trên

mà không phải là
∞∑

n=0

anbn? Chúng xuất phát từ phép nhân hai đa thức. Giả sử

Pm(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ amx

m, Qp(x) = b0 + b1x+ b2x
2 + · · ·+ bmx

p.

Khi đó tích của hai đa thức trên sẽ là đa thức c0 + c1x+ c2x
2 + · · ·+ cm+px

m+p mà hệ số của
xn sẽ được tính theo công thức:

cn = a0bn + a1bn−1 + · · ·+ anb0 =
n∑

k=1

akbn+1−k.
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Cũng tương tự như vậy, nếu ta có hai đa thức (chuỗi hình thức)
∞∑

n=0

anx
n và

∞∑

n=0

bnx
n thì

phép nhân hai đa thức này sẽ được thực hiện như sau:
( ∞∑

n=0

anx
n

)( ∞∑

n=0

bnx
n

)

=
∞∑

n=0

cnx
n, (1.8)

với

cn = a0bn + a1bn−1 + · · ·+ anb0 =
n∑

k=1

akbn+1−k.

Thay x = 1 trong công thức (1.8) ta được
( ∞∑

n=0

an

)( ∞∑

n=0

bn

)

=
∞∑

n=0

cn.

Vậy chuỗi
∞∑

n=1

anbn người ta có nghiên cứu không? Câu trả lời là có, và sự hội tụ của

chuỗi
∞∑

n=1

anbn được thể hiện qua hai tiêu chuẩn hội tụ Dirichlet và Abel thú vị sau.

Định lý 3.7. Cho chuỗi số
∞∑

n=1

anbn

1. (Tiêu chuẩn Dirichlet) Nếu

• dãy các tổng riêng của chuỗi
∞∑

n=1

an là bị chặn, và

• bn là dãy đơn điệu hội tụ đến 0

thì
∞∑

n=1

anbn là một chuỗi số hội tụ.

2. (Tiêu chuẩn Abel) Nếu
∞∑

n=1

an hội tụ và bn là một dãy số đơn điệu bị chặn thì chuỗi số
∞∑

n=1

anbn cũng hội tụ.

Chứng minh. 1. Đặt Sn =
n∑

k=1

anbn và An =
n∑

k=1

an. Vì ak = Ak − Ak−1, ta có

Sn = a1b1 + a2b2 + · · ·+ anbn

= A1b1 + (A2 − A1)b2 + (A3 − A2)b3 + (A4 − A3)b4 + · · ·+ (An − An−1)bn

= A1(b1 − b2) + A2(b2 − b3) + A3(b3 − b4) + · · ·+ An−1(bn−1 − bn) + Anbn

=
n−1∑

k=1

Ak(bk − bk+1) + Anbn.

(1.9)

Theo giả thiết, dãy tổng riêng An bị chặn, giả sử |An| < M với mọi n. Khi đó

0 ≤ |Anbn| ≤M |bn|.
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Vì thế lim
n→+∞

Anbn = 0 theo nguyên lý giới hạn kẹp.

Xét chuỗi
∞∑

k=1

Ak(bk − bk+1) có

n∑

k=1

|Ak(bk − bk+1)| ≤
n∑

k=1

M(bk − bk+1) =M(b1 − bn) →Mb1 (khi n→ ∞).

Vậy chuỗi
∞∑

k=1

Ak(bk − bk+1) hội tụ tuyệt đối, do đó cũng hội tụ, nghĩa là tồn tại

lim
n→+∞

n−1∑

k=1

Ak(bk − bk+1) = S. Phương trình (1.9) dẫn đến

lim
n→+∞

Sn = lim
n→+∞

n−1∑

k=1

Ak(bk − bk+1) + lim
n→+∞

Anbn = S.

2. Cũng xuất phát từ công thức (1.9). Vì {bn}n∈N là một dãy số đơn điệu bị chặn nên tồn

tại lim
n→+∞

bn = b, hơn nữa
∞∑

n=1

an hội tụ nên tồn tại lim
n→+∞

An = A. Ta có

lim
n→+∞

Anbn = Ab.

Vì
∞∑

n=1

an hội tụ nên dãy các tổng riêng An của nó bị chặn, tức là tồn tại số M sao cho

|An| < M với mọi n ∈ N. Xét chuỗi
∞∑

k=1

Ak(bk − bk+1) có

n∑

k=1

|Ak(bk − bk+1)| ≤
n∑

k=1

M |bk − bk+1| =M |b1 − bn| →M(|b1 − b|).

Vậy chuỗi
∞∑

k=1

Ak(bk − bk+1) hội tụ tuyệt đối, do đó cũng hội tụ, nghĩa là tồn tại

lim
n→+∞

n−1∑

k=1

Ak(bk − bk+1) = S. Phương trình (1.9) dẫn đến

lim
n→+∞

Sn = lim
n→+∞

n−1∑

k=1

Ak(bk − bk+1) + lim
n→+∞

Anbn = S + Ab.

3.5 Khi nào dùng tiêu chuẩn nào?
Như vậy có nhiều tiêu chuẩn khác nhau để kiểm tra xem một chuỗi là hội tụ hay phân

kỳ. Sẽ là lãng phí thời gian và công sức nếu chúng ta lần lượt sử dụng các tiêu chuẩn cho
đến khi nào thu được kết quả mong muốn. Gợi ý sau đây sẽ giúp độc giả dựa vào công thức
của số hạng tổng quát an để quyết định xem nên sử dụng tiêu chuẩn nào.
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34 Chương 1. Chuỗi (11LT+11BT)

1. Nếu nhìn thấy ngay lim
n→+∞

an 6= 0 hoặc không tồn tại thì kết luận ngay chuỗi số đã

cho là phân kì. Ví dụ
∞∑

n=1

sin
(

n
n+1

)
.

2. Chuỗi có số hạng tổng quát là một phân thức, trong đó tử số và mẫu số đều là các đa
thức của n hoặc chứa các lũy thừa của n, chẳng hạn

∞∑

n=1

a0 + a1n
α1 + a2n

α2 + · · ·+ amn
αm

b0 + b1nβ1 + b2nβ2 + · · ·+ bknβk
, với 0 < α1 < · · · < αm, 0 < β1 < · · · < βk.

Khi đó so sánh chuỗi đã cho với chuỗi
∞∑

n=1

nαm

nβk
=

∞∑

n=1

1
nβk−αm . Ví dụ

∞∑

n=1

n2+
√
n+1

n4+n .

3. Chuỗi có số hạng tổng quát là một phân thức, trong đó tử số và mẫu số đều là tổng
của các lũy thừa với số mũ là n, chẳng hạn

∞∑

n=1

α1a
n
1 + α2a

n
2 + · · ·+ αma

n
m

β1bn1 + β2bn2 + · · ·+ βkbnk
, với 0 < a1 < a2 < · · · < am, 0 < b1 < b2 < · · · < bk.

Khi đó so sánh chuỗi số đã cho với chuỗi
∞∑

n=1

(
am
bk

)n

. Chẳng hạn
∞∑

n=1

2n+3n

4n+5n
.

4. Một số chuỗi dùng tiêu chuẩn so sánh có sử dụng đến các VCB tương đương hoặc
khai triển Maclaurin (trong học phần Giải tích I). Chẳng hạn như, xét sự hội tụ của
chuỗi số

∞∑

n=1

(
1

n
− sin

1

n

)

.

5. Nếu chuỗi số là một hàm phân thức mà cả tử số và mẫu số có chứa cả các hàm đa
thức, hàm số mũ, hàm số logarit, chẳng hạn

∞∑

n=1

n2 + lnn+ 2n

n+ log2 n+ en

thì xử lý như thế nào? Trong trường hợp này, số hạng trội của tử số là 2n và số hạng

trội của mẫu số là en. Do đó, so sánh chuỗi số đã cho với chuỗi
∞∑

n=1

(
2
e

)n, ta có chuỗi

số đã cho hội tụ. Nói cách khác, hàm đa thức, hàm số mũ (với cơ số > 1) và hàm số
logarit (với cơ số > 1) đều tiến ra vô cùng khi n → +∞. Tuy nhiên, hàm số logarit
tiến ra vô cùng "chậm hơn" hàm số đa thức (là VCL bậc thấp hơn), và hàm số đa thức
tiến ra vô cùng "chậm hơn" hàm số mũ (là VCL bậc thấp hơn).

Hàm số logarit ≺ Hàm số đa thức ≺ Hàm số mũ
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Cụ thể, bạn đọc có thể tự chứng minh dễ dàng hai giới hạn sau (bằng cách đưa về
giới hạn của hàm số và dùng quy tắc L’Hospital):

lim
n→+∞

loga n

nα
= 0, lim

n→+∞

nα

an
= 0, ∀a > 1, α > 0.

6. Nếu chuỗi là chuỗi đan dấu có dạng
∞∑

n=1

(−1)n−1an hoặc
∞∑

n=1

(−1)nan thì có thể nghĩ đến

dùng tiêu chuẩn Leibniz. Ví dụ
∞∑

n=1

(−1)n 1
n2+1 .

7. Nếu chuỗi có số hạng tổng quát là một biểu thức có chứa an, n!, (2n)!!, (2n + 1)!! hoặc

nn thì có thể nghĩ đến tiêu chuẩn d’Alambert. Ví dụ
∞∑

n=1

n2

2n
,

∞∑

n=1

n2

n!
.

8. Nếu chuỗi số có dạng
∞∑

n=1

(bn)
n thì có thể nghĩ đến tiêu chuẩn Cauchy. Chẳng hạn

∞∑

n=1

(
n
n+1

)n2

.

9. Nếu an = f(n), ở đó
∫ ∞

1

f(x)dx có thể tính được, thì có thể nghĩ đến tiêu chuẩn tích

phân. Chẳng hạn
∞∑

n=1

n2e−n
3
,

∞∑

n=1

1
n(lnn)α

.

Bạn đọc nên hiểu rằng có thể nghĩ đến ở đây là một lời khuyên, chứ không phải lúc nào
cũng luôn luôn như vậy. Chẳng hạn như:

a) Chuỗi
∞∑

n=1

(−1)n cos 1
n

tuy là một chuỗi đan dấu, nhưng nó phân kì theo tiêu chuẩn

điều kiện cần. Thật vậy, lim
n→+∞

cos 1
n
= 1 nên không tồn tại lim

n→+∞
(−1)n cos 1

n
.

b) Bài số 2e trong đề cương bài tập, chuỗi
∞∑

n=1

1
n2

(
1+n
n

)n tuy có hình thức làm ta liên tưởng

đến tiêu chuẩn Cauchy, nhưng lim
n→+∞

n
√
an = 1. Nói cách khác, tiêu chuẩn Cauchy

không áp dụng được trong trường hợp này. Chúng ta sẽ dùng tiêu chuẩn so sánh để

so sánh chuỗi số đã cho với
∞∑

n=1

1
n2 với nhận xét như sau:

lim
n→+∞

(
1 + n

n

)n

= e.

3.6 Ví dụ về chuỗi bán hội tụ không phải là chuỗi đan
dấu

Hầu hết các ví dụ về chuỗi bán hội tụ mà các bạn đã gặp đều có dạng chuỗi đan dấu.
Để chỉ ra một ví dụ không tầm thường về chuỗi bán hội tụ mà không phải là chuỗi đan
dấu chúng ta cần đến tiêu chuẩn Dirichlet (mở rộng của tiêu chuẩn Leibniz) sau.
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Định lý 3.8 (Tiêu chuẩn Dirichlet). Cho chuỗi số
∞∑

n=1

anbn. Nếu

i) dãy các tổng riêng của chuỗi
∞∑

n=1

an là bị chặn, và

ii) bn là dãy đơn điệu hội tụ đến 0

thì
∞∑

n=1

anbn là một chuỗi số hội tụ.

Tiêu chuẩn Leibniz là một trường hợp riêng của tiêu chuẩn Dirichlet. Thật vậy, xét chuỗi

đan dấu
∞∑

n=1

(−1)n−1bn =
∞∑

n=1

anbn với an = (−1)n−1. Dãy các tổng riêng của chuỗi
∞∑

n=1

(−1)n−1

có dạng S2n = 0, S2n+1 = 1 nên Sn ≤ 1 với mọi n.

Ví dụ 3.1. Chứng minh rằng
∞∑

n=1

sinn
n

là một chuỗi bán hội tụ.

Chứng minh. Trước hết,
∞∑

n=1

sinn
n

=
∞∑

n=1

anbn với an = sinn, bn = 1
n
. Hiển nhiên, dãy bn là đơn

điệu và hội tụ về 0. Bây giờ ta đi chứng minh SN = a1 + a2 + · · ·+ an =
N∑

n=1

sinn là một dãy

số bị chặn. Thật vậy,

2 sin
1

2
SN = 2 sin

(
1

2

) N∑

n=1

sinn =
N∑

n=1

[

cos

(

n− 1

2

)

− cos

(

n+
1

2

)]

= cos

(
1

2

)

−cos

(

N +
1

2

)

.

Do đó

SN =
cos
(
1
2

)
− cos

(
N + 1

2

)

2 sin
(
1
2

) ≤ 1

sin
(
1
2

) .

Theo tiêu chuẩn Dirichlet,
∞∑

n=1

sinn
n

là một chuỗi số hội tụ.

Việc tiếp theo là đi chứng minh
∞∑

n=1

∣
∣ sinn

n

∣
∣ là một chuỗi số phân kì. Thật vậy, với mỗi số

tự nhiên k, khoảng
[
π
6
+ kπ, π − π

6
+ kπ

]
có độ dài bằng 5π

6
− π

6
= 4π

6
> 1 nên chứa ít nhất

một số tự nhiên nk nào đó. Khi đó

| sin(nk)| ≥ sin
π

6
=

1

2
⇒ | sinnk|

nk
≥ 1

2
.
1

nk
≥ 1

2
.

1

π(k + 1)
.

Chuỗi điều hòa
∞∑

k=1

1
k+1

là phân kì nên theo tiêu chuẩn so sánh, chuỗi
∞∑

k=1

| sinnk|
nk

cũng là

phân kì. Cũng theo tiêu chuẩn so sánh, chuỗi
∞∑

n=0

| sinn|
n

là phân kì.

Chú ý 1.1. Người ta thậm chí còn tính được
∞∑

n=1

sinn

n
=
π − 1

2
.

Xem chứng minh trong Bài tập 6.2.
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3.7 Bài tập ôn tập

Bài tập 3.2. Chứng minh rằng chuỗi
∞∑

n=1

sinn
np là

a) hội tụ tuyệt đối nếu p > 1,

b) bán hội tụ nếu p = 1,

c) bán hội tụ nếu 0 < p < 1.

[Gợi ý] Trường hợp p = 1 đã được chứng minh ở Ví dụ 3.1. Trường hợp p > 1 sử dụng tiêu
chuẩn so sánh với ∣

∣
∣
∣

sinn

np

∣
∣
∣
∣
≤ 1

np
.

Trường hợp p < 1, chuỗi
∞∑

n=1

sinn
np hội tụ theo tiêu chuẩn Dirichlet. Chuỗi

∞∑

n=1

∣
∣ sinn
np

∣
∣ là phân

kì vì sử dụng tiêu chuẩn so sánh với
∣
∣
∣
∣

sinn

np

∣
∣
∣
∣
≥
∣
∣
∣
∣

sinn

n

∣
∣
∣
∣
.

Bài tập 3.3. Chứng minh rằng chuỗi
∞∑

n=1

cosn
np là

a) hội tụ tuyệt đối nếu p > 1,

b) bán hội tụ nếu p = 1,

c) bán hội tụ nếu 0 < p < 1.

[Gợi ý] Trường hợp p = 1, xem lại cách chứng minh chuỗi
∞∑

n=1

sinn
n

bán hội tụ trong Ví dụ

3.1. Các trường hợp p > 1 và 0 < p < 1 chứng minh tương tự như Bài tập 3.2.

Bài tập 3.4. Xét sự hội tụ của các chuỗi số sau.

(a)
∞∑

n=1

n
(

e
1
n − 1

)2

,

(b)
∞∑

n=2

(−1)n+1
n−lnn

,

(c)
∞∑

n=1

arcsin(e−n),

(d)
∞∑

n=1

sin(π
√
n2 + a2),

(e)
∞∑

n=1

(2n−1)!!
3nn!

,

(f)
∞∑

n=1

(
cos a

n

)n3

,

(g)
∞∑

n=1

nn2
2n

(n+1)n
2 ,

(h)
∞∑

n=3

1
nα(lnn)β

, (α, β > 0),

(i)
∞∑

n=3

(−1)n+2 cosnα

n(lnn)
3
2

,

(j)
∞∑

n=1

na
(1−a2)n , 0 < |a| 6= 1.
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[Gợi ý]

(a) Dùng tiêu chuẩn so sánh, chuỗi đã cho hội tụ.

(b) Nhận xét a2n+1 = 0 với mọi n. Sau đó dùng tiêu chuẩn so sánh đối với chuỗi
∞∑

n=1

a2n,

chuỗi đã cho phân kì.

(c) Dùng tiêu chuẩn so sánh, chuỗi đã cho hội tụ.

(d) sin(π
√
n2 + a2) = (−1)n sin(π

√
n2 + a2 − nπ) = (−1)n sin

a2π√
n2 + a2 + n

0 <
a2π√

n2 + a2 + n
< π, ∀n, khi n đủ lớn,

{

sin
a2π√

n2 + a2 + n

}

là một dãy số dương hội

tụ về 0, chuỗi đã cho hội tụ theo tiêu chuẩn Leibniz.

(e) Dùng tiêu chuẩn d’Alambert, chuỗi đã cho hội tụ.

(f) Dùng tiêu chuẩn Cauchy, chuỗi đã cho hội tụ.

(g) Dùng tiêu chuẩn Cauchy, chuỗi đã cho hội tụ.

(h) Biện luận theo tham số α, chia làm 3 trường hợp là α > 1 (dùng tiêu chuẩn so sánh),
α < 1 (dùng tiêu chuẩn so sánh) và α = 1 (dùng tiêu chuẩn tích phân).

(i) Dùng tiêu chuẩn so sánh kết hợp với tiêu chuẩn tích phân, chuỗi đã cho hội tụ.

(j) Dùng tiêu chuẩn Cauchy hoặc d’Alambert và biện luận theo tham số a.

Bài tập 3.5. Tính tổng của các chuỗi số sau đây

a)
∞∑

n=1

n2

n!
b)

∞∑

n=1

(
√
n+ 2− 2

√
n+ 1 +

√
n) c)

∞∑

n=1

1

4n2 − 1

d)
∞∑

n=1

1

n(n+ 1)(n+ 2)
e)

∞∑

n=1

arctan
1

1 + n+ n2

[Gợi ý]

a)
n2

n!
=

n

(n− 1)!
=

1

(n− 2)!
+

1

(n− 1)!
, n ≥ 2

∞∑

n=1

n2

n!
=

∞∑

n=1

1

(n− 1)!
+

∞∑

n=2

1

(n− 2)!
= 2e

b) an =
1√

n+ 2 +
√
n+ 1

− 1√
n+ 1 +

√
n

Sn =
1√

n+ 2 +
√
n+ 1

− 1√
2 + 1

⇒ S = − 1√
2 + 1

= 1−
√
2

38
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c)
1

4n2 − 1
=

1

2

( 1

2n− 1
− 1

2n+ 1

)

Sn =
1

2

(

1− 1

2n+ 1

)

⇒ S =
1

2

d)
1

n(n+ 1)(n+ 2)
=

1

2

( 1

n(n+ 1)
− 1

(n+ 1)(n+ 2)

)

=
1

2

( 1

n
− 2

1

n+ 1
+

1

n+ 2

)

Sn =
1

2

(

1− 1

2
− 1

n+ 1
+

1

n+ 2

)

⇒ S =
1

4

e) arctan
1

1 + n+ n2
= arctan

(n+ 1)− n

1 + (n+ 1)n
= arctan(n+ 1)− arctann

Sn = arctan(n+ 1)− arctan 1 ⇒ S =
π

4
.

Bài tập 3.6. Chứng minh rằng các chuỗi số sau là phân kì

a)
∞∑

n=1

n2 − 2n+ 1

5n2 + (−1)n
√
n

b)
∞∑

n=1

( n

n+ 1

)n
2

c)
∞∑

n=1

arctan
2n

n

[Gợi ý] Tất cả các chuỗi số này đều không thỏa mãn điều kiện cần, do đó đều phân kì.

a) lim
n→∞

n2 − 2n+ 1

5n2 + (−1)n
√
n
=

1

5
6= 0

b) lim
n→∞

( n

n+ 1

)n
2
= e−

1
2 6= 0

c) lim
n→∞

arctan
2n

n
=
π

2
6= 0

Bài tập 3.7. Sử dụng các tiêu chuẩn so sánh, d’Alembert, Cauchy hoặc tiêu chuẩn tích
phân để xét sự hội tự của các chuỗi số sau

a)
∞∑

n=1

1√
n
ln
n+ 1

n− 1
b)

∞∑

n=1

(
√
n4 + 2n+ 1−

√
n4 + an) c)

∞∑

n=1

n3e−n
2

d)
∞∑

n=1

n2 + 5

3n
e)

∞∑

n=1

ln2 2 + ln2 3 + . . .+ ln2 n

nα
f)

∞∑

n=1

ann!

nn
, (a 6= e)

g)
∞∑

n=1

(2n− 1)!!

22n(n− 1)!
h)

∞∑

n=1

1

5n

(

1− 1

n

)n2

i)
∞∑

n=1

√
n
( n

4n− 3

)2n

j)
∞∑

n=1

(n+ a

n+ b

)n2

k)
∞∑

n=3

1

n lnn(ln lnn)2
l)

∞∑

n=3

1

n lnp n
, (p > 0)

[Gợi ý]

a)
1√
n
ln
n+ 1

n− 1
∼ 1√

n

2

n− 1
∼ 2

n
3
2

(n→ ∞), chuỗi đã cho hội tụ.
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b)
√
n4 + 2n+ 1−

√
n4 + an =

(2− a)n+ 1√
n4 + 2n+ 1 +

√
n4 + an

∼ (2− a)n+ 1

2n2

Nếu a = 2, un ∼ 1

2n2
chuỗi đã cho hội tụ.

Nếu a 6= 2, un ∼ a− 2

2n
, chuỗi đã cho phân kì.

c) Với số n đủ lơn: n3e−n
2 ≤ 1

n2
, chuỗi đã cho hội tụ.

d) lim
n→∞

an+1

an
= lim

n→∞

(n+ 1)2 + 5

3n+1

3n

n2 + 5
=

1

3
< 1, chuỗi đã cho hội tụ.

e) α > 2: an ≤ ln2 n

nα−1
≤ 1

n1+ε
; (0 < ε < α− 2), chuỗi đã cho hội tụ.

α ≤ 2: an ≥ ln2 2

nα−1
, chuỗi đã cho phân kì.

f) lim
n→∞

an+1

an
= lim

n→∞

a
(

1 + 1
n

)n =
a

e
. chuỗi đã cho hội tụ nếu a < e, phân kì nếu a > e.

g) lim
n→∞

an+1

an
= lim

n→∞

(2n+ 1)!!

22(n+1)n!

22n(n− 1)!

(2n− 1)!!
=

1

2
< 1, chuỗi đã cho hội tụ.

h) lim
n→∞

n
√
an =

1

5
lim
n→∞

(

1− 1

n

)n

=
1

5e
< 1, chuỗi đã cho hội tụ.

i) lim
n→∞

n
√
an = lim

n→∞
n
√
n
( n

4n− 3

)2

=
1

16
< 1, chuỗi đã cho hội tụ.

j) lim
n→∞

n
√
an = lim

n→∞

(n+ a

n+ b

)n

= ea−b.

Nếu a > b thì ea−b > 1 chuỗi đã cho phân kì.

Nếu a < b thì ea−b < 1 chuỗi đã cho hội tụ.

Nếu a = b, an = 1 không thỏa mãn điều kiên cần để chuỗi hội tụ, do đó chuỗi đã cho
phân kì.

k) f(x) =
1

x ln x(ln ln x)2
, x ≥ 3

∞∫

3

f(x)dx = − 1

ln ln x

∣
∣
∣

∞

3
< +∞, chuỗi đã cho hội tụ.

l) f(x) =
1

x lnp x
, x ≥ 2
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∞∫

2

f(x)dx =







ln ln x
∣
∣
∣

∞

2
nếu p = 1

(ln x)1−p

1− p

∣
∣
∣

∞

2
nếu p 6= 1

chuỗi đã cho hội tụ nếu p > 1, phân kì nếu 0 < p ≤ 1.

Bài tập 3.8. Sử dụng tiêu chuẩn Leibnitz để xét sự hội tự của các chuỗi số sau

a)
∞∑

n=2

(−1)n lnn

n
b)

∞∑

n=2

(−1)n−1

√
n

n+ e
c)

∞∑

n=1

(−1)n
5n+ 3

n2 + n

[Gợi ý]

a) lim
n→∞

lnn

n
= 0; an =

lnn

n
là giảm khi n→ ∞ bởi vì

f(x) =
ln x

x
; f ′(x) =

1− ln x

x2
< 0, ∀x ≥ 3

Chuỗi đã cho hội tụ.

b) lim
n→∞

√
n

n+ e
= 0; an =

√
n

n+ e
là giảm khi n→ ∞ bởi vì

f(x) =

√
x

x+ e
; f ′(x) =

e− x

2
√
x(x+ e)2

< 0, ∀x ≥ 3

Chuỗi đã cho hội tụ.

c)
∞∑

n=1

(−1)n
5n+ 3

n2 + n
= 2

∞∑

n=1

(−1)n

n+ 1
+3

∞∑

n=1

(−1)n

n
, chuỗi đã cho hội tụ bởi vì cả hai chuỗi ở vế

phải đều hội tụ.

Bài tập 3.9. Xét sự hội tụ của các chuỗi số sau

a)
∞∑

n=1

lnn

nα
; (α > 1) b)

∞∑

n=1

1

(lnn)p
; (p > 0) c)

∞∑

n=1

2n

n+ 2n

d)
∞∑

n=1

( 1

n
− ln

n+ 1

n

)

e)
∞∑

n=1

sin(π
√
n2 + a2); a ∈ R f)

∞∑

n=1

sin[π(2 +
√
3)n]

g)
∞∑

n=3

1

nα(lnn)β
, (α, β > 0) h)

∞∑

n=1

(

cos
a

n

)n3

; a ∈ R i)
∞∑

n=1

(n!)2

2n2

[Gợi ý]

a) Chọn 0 < ε < α− 1, khi n là đủ lớn
lnn

nα
≤ 1

nα−ε
, α− ε > 1 do đó chuỗi đã cho hội tụ.

b) Với 1 > ε > 0 bất kì, ta có, với số n đủ lớn:
1

(lnn)p
≥ 1

nε
, chuỗi đã cho phân kì.
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c)
2n

n+ 2n
∼ 2n

2n
khi n→ ∞

lim
n→∞

an+1

an
= lim

n→∞

2(n+ 1)

2n+1

2n

2n
=

1

2
< 1, the chuỗi đã cho hội tụ.

d) ln(1 + x) = x− x2

2
+ o(x2) khi x→ 0, nên

n− ln
(

1 +
1

n

)

∼ 1

2n2
, khi n→ ∞

chuỗi đã cho hội tụ.

e) sin(π
√
n2 + a2) = (−1)n sin(π

√
n2 + a2 − nπ) = (−1)n sin

a2π√
n2 + a2 + n

0 <
a2π√

n2 + a2 + n
< π, ∀n, khi n đủ lớn,

{

sin
a2π√

n2 + a2 + n

}

là một dãy số dương hội

tụ về 0, chuỗi đã cho hội tụ theo tiêu chuẩn Leibniz.

f) {Sn}, Sn = (2 +
√
3)n + (2−

√
3)n thỏa mãn Sn+2 = 4Sn+1 − Sn, với mọi n ≥ 0.

Bằng quy nạp, có thể chứng minh được rằng Sn là số chẵn với mọi n.

Vì vậy, sin[π(2 +
√
3)n] = − sin[π(2−

√
3)n] ∼ −π(2−

√
3)n khi n→ ∞.

∞∑

n=0

π(2−
√
3)n là hội tụ bởi vì 0 < π(2−

√
3) < 1, chuỗi đã cho hội tụ.

g) α > 1:
1

nα(lnn)β
≤ 1

nα−ε
ở đó 0 < ε < α− 1, chuỗi đã cho hội tụ.

0 < α < 1:
1

nα(lnn)β
≥ 1

nα+ε
ở đó 0 < ε < 1− α, chuỗi đã cho phân kì.

α = 1.

Kết luận, chuỗi đã cho hội tụ nếu và chỉ nếu α > 1 hoặc α = 1, β > 1; và phân kì nếu
0 < α < 1 hoặc α = 1, 0 < β ≤ 1.

h) lim
n→∞

n
√
an = lim

n→∞

(

cos
a

n

)n2

= e−
a2

2 < 1, chuỗi đã cho hội tụ.

i) lim
n→∞

an+1

an
= lim

n→∞

(n+ 1)2

22n+1
= 0, chuỗi đã cho hội tụ.
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§4. CHUỖI HÀM SỐ

4.1 Chuỗi hàm số hội tụ
Định nghĩa 1.1. Cho dãy các hàm số {an(x)}. Chuỗi hàm số được định nghĩa như sau:

u1(x) + u2(x) + · · ·+ un(x) + · · · =
∞∑

n=1

un(x).

i) Chuỗi hàm số
∞∑

n=1

un(x) được gọi là hội tụ tại x = x0 nếu chuỗi số
∞∑

n=1

un(x0) là hội tụ.

ii) Chuỗi hàm số
∞∑

n=1

un(x) được gọi là phân kỳ tại x = x0 nếu chuỗi số
∞∑

n=1

un(x0) là phân

kỳ.

Tập hợp các điểm hội tụ của
∞∑

n=1

un(x) được gọi là miền hội tụ.

Ví dụ 4.1. Tìm miền hội tụ của chuỗi hàm số
∞∑

n=1

xn.

Chứng minh. Tại mỗi điểm x = x0 thì chuỗi số
∞∑

n=1

xn0 là một chuỗi cấp số nhân. Do đó,

theo Ví dụ 1.3 thì chuỗi số
∞∑

n=1

xn0 là hội tụ nếu |x0| < 1 và phân kỳ nếu |x0| ≥ 1. Vậy miền

hội tụ của chuỗi hàm số đã cho là (−1, 1).

Ví dụ 4.2. Tìm miền hội tụ của chuỗi hàm số
∞∑

n=1

1
nx .

Chứng minh. Tại mỗi điểm x = x0 xét chuỗi số
∞∑

n=1

1
nx0

. Theo Ví dụ 2.1 thì chuỗi số
∞∑

n=1

1
nx0

là hội tụ nếu và chỉ nếu x0 > 1. Vậy miền hội tụ của chuỗi hàm số đã cho là (1,+∞).

Bài tập 4.1. Tìm miền hội tụ của các chuỗi số sau

a)
∞∑

n=1

sinx+cosx
n2+x2

,

b)
∞∑

n=1

xn

n!
,

c)
∞∑

n=1

sinnx
2n(n+1)

,

d)
∞∑

n=1

(2n)!!
nn xn,

e)
∞∑

n=1

22n+1xn

5n
,

f)
∞∑

n=1

sin n+sinx
3n+1

.

[Gợi ý]

a) Dùng tiêu chuẩn so sánh, miền hội tụ R.

b) Dùng tiêu chuẩn d’Alambert, miền hội tụ R.
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c) Dùng tiêu chuẩn so sánh, miền hội tụ R.

d) Dùng tiêu chuẩn d’Alambert, chuỗi đã cho hội tụ nếu |x| < e
2

và phân kì nếu |x| > e
2
.

Tại x = e
2
, chuỗi đã cho trở thành

∞∑

n=1

(2n)!!
nn

(
e
2

)n
=

∞∑

n=1

n!
(
e
n

)n. Trong trường hợp này

các tiêu chuẩn Cauchy và d’Alambert đều không có hiệu quả, chúng ta sẽ phải sử
dụng đến các công cụ mạnh hơn của giải tích như:

• Công thức Stirling n! ∼
√
2πn

(
n
e

)n hoặc

• Tiêu chuẩn Raabe (xem Phụ lục C, Ví dụ 1.1): Giả thiết

lim
n→+∞

∣
∣
∣
∣

an
an+1

∣
∣
∣
∣
= 1,

lim
n→+∞

n

(∣
∣
∣
∣

an
an+1

∣
∣
∣
∣
− 1

)

= R.

Khi đó, R > 1 thì chuỗi hội tụ, R < 1 thì chuỗi phân kì.

Kết luận: miền hội tụ là |x| < e
2
.

e) Dùng tiêu chuẩn d’Alambert, miền hội tụ |x| < 5
4
.

f) Miền hội tụ bằng ∅ vì lim
n→+∞

an = sin 1
3
6= 0 với mọi x.

4.2 Chuỗi hàm số hội tụ đều

Đặt vấn đề: Cho chuỗi hàm số
∞∑

n=1

un(x). Giả thiết rằng miền hội tụ của chuỗi hàm số

này là X, và chuỗi hàm số này hội tụ đến hàm số S(x) trên X, i.e.,

S(x) =
∞∑

n=1

un(x), x ∈ X.

• Nếu với mỗi n, hàm số un(x) có tính chất A nào đó (liên tục, khả tích, khả vi), thì liệu
hàm số S(x) cũng có tính chất này?

• Phải chăng

S ′(x) =

( ∞∑

n=1

un(x)

)′

=
∞∑

n=1

u′n(x),

nghĩa là chuyển dấu đạo hàm vào phía trong biểu thức
∑

được?

Chẳng hạn như, chuỗi hàm số sau đây đã gặp ở học phần Giải tích I:

sin x = x− x3

3!
+
x5

5!
− · · ·+ x2n+1

(2n+ 1)!
+ · · · =

∞∑

n=1

(−1)n
x2n+1

(2n+ 1)!
.
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4. Chuỗi hàm số 45

Phải chăng

cos x = (sin x)′ =

( ∞∑

n=1

(−1)n
x2n+1

(2n+ 1)!

)′

=
∞∑

n=1

(

(−1)n
x2n+1

(2n+ 1)!

)′
=

∞∑

n=1

(−1)n
x2n

(2n)!
.

Để trả lời được các câu hỏi này chúng ta cần đến khái niệm hội tụ đều sau.

Định nghĩa 1.2. Chuỗi hàm số
∞∑

n=1

un(x) hội tụ đều đến S(x) trên tậpX nếu ∀ǫ > 0, ∃n(ǫ) ∈
N :

|Sn(x)− S(x)| < ǫ, ∀n > n(ǫ), ∀x ∈ X.

• Chú ý rằng trong định nghĩa trên, n(ǫ) chỉ phụ thuộc vào ǫ mà không phụ thuộc vào
x.

• Ý nghĩa hình học: với n đủ lớn thì Sn(x) nằm hoàn toàn trong dải (S(x)−ǫ, S(x)+ǫ), x ∈
X.

Định lý 4.1 (Tiêu chuẩn Cauchy). Chuỗi hàm số
∞∑

n=1

un(x) hội tụ đều trên tập X nếu

∀ǫ > 0, ∃n(ǫ) ∈ N :

|Sp(x)− Sq(x)| < ǫ, ∀p, q > n(ǫ), ∀x ∈ X.

Định lý 4.2 (Tiêu chuẩn Weierstrass). Nếu

i) |un(x)| ≤ an, ∀n ∈ N, ∀x ∈ X,

ii) chuỗi số
∞∑

n=1

an hội tụ

thì chuỗi hàm số
∞∑

n=1

un(x) hội tụ tuyệt đối và đều trên X.

Ví dụ 4.1.

i) Chuỗi hàm số
∞∑

n=1

cosnx

n2 + x2
hội tụ đều trên R theo tiêu chuẩn Weierstrass. Thật vậy,

∣
∣
∣
cosnx

n2 + x2

∣
∣
∣ ≤ 1

n2 + x2
≤ 1

n2
, ∀x ∈ R

và chuỗi số
∞∑

n=1

1

n2
là hội tụ.

ii) Xét chuỗi hàm số
∞∑

n=1

(−1)n−1

n+ x2
.

Với mỗi x ∈ R, chuỗi số tương ứng là chuỗi đan dấu và hội tụ theo tiêu chuẩn Leibnitz.
Kí hiệu tổng của chuỗi đã cho là S(x), chính là tổng của chuỗi số tương ứng với x. Với mỗi
x ∈ R, ta có

|S(x)− Sn(x)| ≤
1

x2 + n+ 1
≤ 1

n+ 1
→ 0 khi n→ ∞.

Do đó, chuỗi hàm số
∞∑

n=1

(−1)n−1

n+ x2
hội tụ đều đến S(x) (tại sao? gợi ý: dựa vào định nghĩa).
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46 Chương 1. Chuỗi (11LT+11BT)

Bài tập 4.2. Xét sự hội tụ đều của các chuỗi hàm số

a)
∞∑

n=1

(−1)n−1

x2+n2 , x ∈ R.

b)
∞∑

n=1

sinnx
n2+x2

, x ∈ R.

c)
∞∑

n=1

xn

2nn 3√n , x ∈ [−2, 2].

d)
∞∑

n=1

1
2n−1

(
2x+1
x+2

)n
, x ∈ [−1, 1].

[Gợi ý]

a) Dùng tiêu chuẩn Weierstrass, chuỗi đã cho hội tụ đều.

b) Dùng tiêu chuẩn Weierstrass, chuỗi đã cho hội tụ đều.

c) Dùng tiêu chuẩn Weierstrass, chuỗi đã cho hội tụ đều.

d) Đặt y = 2x+1
x+2

. Khảo sát hàm số này trong đoạn [−1, 1] ta được −1 ≤ y ≤ 1. Dùng tiêu
chuẩn Weierstrass, chuỗi đã cho hội tụ đều.

4.3 Các tính chất của chuỗi hàm số hội tụ đều
Định lý 4.3 (Tính liên tục). Nếu

i) un(x) liên tục trên X với mọi n,

ii) Chuỗi
∞∑

n=1

un(x) hội tụ đều về S(x) trên X

thì S(x) liên tục trên X, i.e.,

lim
x→x0

∞∑

n=1

un(x) =
∞∑

n=1

lim
x→x0

un(x).

Ví dụ 4.1. Xét tính liên tục của chuỗi hàm số
∞∑

n=1

1
n2 arctan

x√
n+1

.

[Gợi ý] Dùng tiêu chuẩn Weierstrass, chuỗi hàm số đã cho hội tụ đều trên R, do đó liên
tục.

Định lý 4.4 (Tính khả tích). Nếu

i) un(x) liên tục trên [a, b] với mọi n,

ii) Chuỗi
∞∑

n=1

un(x) hội tụ đều về S(x) trên [a, b]
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4. Chuỗi hàm số 47

thì S(x) khả tích trên [a, b] và

b∫

a

S(x)dx =

b∫

a

( ∞∑

n=1

un(x)

)

=
∞∑

n=1





b∫

a

un(x)dx



 .

Ví dụ 4.1. Tính tổng của chuỗi số
∞∑

n=0

n+ 1

(
√
2)n

= 1 +
√
2 +

3

2
+ · · ·+ n+ 1

(
√
2)n

+ · · ·

Xét chuỗi hàm số
∞∑

n=0

(n+ 1)xn =: f(x). Nhận xét:

• Chuỗi hàm số này không tính được một cách trực tiếp,

• tuy nhiên
∫

(n+1)xndx = xn+1 và chuỗi hàm số
∞∑

n=0

xn+1 thì tính được và bằng x
1−x (là

cấp số nhân với công bội bằng x).

Do đó, chúng ta tích phân từng thành phần của chuỗi hàm số f(x) =
∞∑

n=0

(n + 1)xn trong

khoảng [0, x]:

x∫

0

f(t)dt =

x∫

0

( ∞∑

n=0

(n+ 1)tn
)

dt =
∞∑

n=0

x∫

0

(n+ 1)tndx

=
∞∑

n=0

xn+1 =
x

1− x
.

Đạo hàm 2 vế phương trình này ta được, f(x) =
( x

1− x

)′
=

1

(1− x)2
.

Tổng của chuỗi số đã cho bằng

1 +
√
2 +

3

2
+ . . .+

n+ 1

(
√
2)n

+ . . . = f

(
1√
2

)

= 2(3 + 2
√
2).

Chú ý 1.1. Việc còn lại là đi tìm miền hội tụ của chuỗi hàm số đã cho và kiểm tra điều
kiện về tính hội tụ đều trong Định lý 4.4. Bằng tiêu chuẩn d’Alambert có thể kiểm tra
chuỗi hàm số đã cho hội tụ nếu −1 < x < 1, hơn nữa chuỗi hàm số này hội tụ đều trên
khoảng [0, ǫ] với mỗi ǫ ∈ (0, 1) (theo tiêu chuẩn Weierstrass).

Ví dụ 4.2. Chứng minh rằng

a) arctan x =
∞∑

n=0

(−1)n x
2n+1

2n+1
= x− x3

3
+ x5

5
− · · ·+ (−1)n x

2n+1

2n+1
+ · · · , x ∈ [−1, 1].

b) π
4
=

∞∑

n=0

(−1)n

2n+1
.
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48 Chương 1. Chuỗi (11LT+11BT)

Chứng minh. Thật vậy, ta biết rằng

1

1 + x2
=

∞∑

n=0

(−1)nx2n =
∞∑

n=0

(−x2)n, |x| < 1,

vì đây là tổng của một cấp số nhân với công bội bằng −x2. Lấy tích phân hai vế ta được

arctan x =
∞∑

n=0

(−1)n
x2n+1

2n+ 1
.

Chuỗi bên phải hội tụ tại x = ±1 (theo tiêu chuẩn Leibniz), đặc biệt nó hội tụ đều trên
[−1, 1]. Ta có công thức sau:

arctan 1 =
π

4
=

∞∑

n=0

(−1)n

2n+ 1
.

Bài tập 4.3. Tìm miền hội tụ và tính tổng

a)
∞∑

n=1

(−1)n−1(n+ 1)(x− 1)n b)
∞∑

n=1

(−1)n(2n+ 1)x2n.

[Gợi ý] Nhận xét:
∫

(n+ 1)(x− 1)ndx = (x− 1)n+1,

∫

(2n+ 1)x2ndx = x2n+1.

a) Để đơn giản, có thể đặt x − 1 = t, dùng tiêu chuẩn d’Alambert hoặc Cauchy để tìm
miền hội tụ của chuỗi hàm số đã cho (chú ý tại các đầu mút xét riêng). Sau đó xét

hàm số f(t) =
∞∑

n=1

(−1)n−1(n+ 1)tn và tính
x∫

0

f(t)dt.

b) Dùng tiêu chuẩn d’Alambert hoặc Cauchy để tìm miền hội tụ của chuỗi hàm số đã

cho (chú ý tại các đầu mút xét riêng). Sau đó xét hàm số f(x) =
∞∑

n=1

(−1)n(2n + 1)x2n

và tính
x∫

0

f(t)dt.

Định lý 4.5 (Tính khả vi). Nếu

i) un(x) khả vi liên tục trên (a, b) với mọi n,

ii) Chuỗi
∞∑

n=1

un(x) hội tụ về S(x) trên (a, b),

iii) Chuỗi
∞∑

n=1

u′n(x) hội tụ đều trên (a, b)
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4. Chuỗi hàm số 49

thì S(x) khả vi trên (a, b) và

S ′(x) =

( ∞∑

n=1

un(x)

)′

=
∞∑

n=1

u′n(x).

Ví dụ 4.1. Tính tổng của chuỗi hàm số S(x) =
∞∑

n=1

xn

n
. Nhận xét:

• Chuỗi hàm số này không tính tổng được một cách trực tiếp,

• tuy nhiên,
(
xn

n

)′
= xn−1 và chuỗi hàm số

∞∑

n=1

xn−1 tính được tổng và bằng 1
x−1

(vì là

chuỗi cấp số nhân với công bội bằng x).

Do đó, đạo hàm 2 vế của biểu thức S(x) =
∞∑

n=1

xn

n
ta được

S ′(x) =
∞∑

n=1

xn−1 =
1

1− x

Nên

S(x) = S(0) +

x∫

0

S ′(t)dt =

x∫

0

dt

1− t
= − ln(1− x).

Kết luận
∞∑

n=1

xn

n
= − ln(1− x). (1.10)

Chú ý 1.1. Việc còn lại là tìm miền hội tụ và kiểm tra điều kiện về tính hội tụ đều của
chuỗi hàm số trong Định lý 4.5. Bằng tiêu chuẩn d’Alambert có thể kiểm tra chuỗi hàm số
đã cho hội tụ nếu −1 < x < 1.

• Tại x = 1,
∞∑

n=1

1

n
là phân kì.

• Tại x = −1,
∞∑

n=1

(−1)n

n
là hội tụ.

Vậy miền hội tụ của chuỗi hàm số đã cho là [−1, 1).

Hệ quả 4.1. Chứng minh công thức Euler
∞∑

n=1

1
n2 = π2

6
.

Chứng minh. Xuất phát từ công thức (1.10), suy ra

ln(1− x)

x
= −

∞∑

n=1

xn−1

n
.

Lấy tích phân từ 0 đến 1 hai vế phương trình này ta được

−π
2

6
=

1∫

0

ln(1− x)

x
dx = −

∞∑

n=1

1

n

1∫

0

xn−1dx = −
∞∑

n=1

1

n2
.
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50 Chương 1. Chuỗi (11LT+11BT)

Hệ quả 4.2. Chứng minh rằng
∞∑

n=1

(−1)n

n
= − ln 2.

Chứng minh. Vì chuỗi hàm số S(x) =
∞∑

n=1

xn

n
hội tụ tại x = −1 (theo tiêu chuẩn Leibniz),

nên thay x = −1 trong công thức (1.10) ta được

S(−1) = − ln 2 =
∞∑

n=1

(−1)n

n
.

Ví dụ 4.2. Tính tổng
∞∑

n=0

(−1)n

3n+ 1
.

Ý tưởng: Để "đánh bay" số hạng 3n+ 1 ở dưới mẫu số, ta xét chuỗi hàm

S(x) =
∞∑

n=0

(−1)n

3n+ 1
x3n+1

và đi tính S ′(x) =
∞∑

n=0

(−1)nx3n =
∞∑

n=0

(−x3)n = 1
1+x3

(tổng vô hạn của một cấp số nhân với

công bội bằng −x3). Do đó,

∞∑

n=0

(−1)n

3n+ 1
= S(1) = lim

x→1−

x∫

0

dx

1 + x3
=

1

3
ln 2 +

π

3
√
3
.

Bài tập 4.4. Tìm miền hội tụ và tính tổng

a)
∞∑

n=1

(−1)n−1

n
(x+ 1)n, b)

∞∑

n=1

x2n+1

2n+1
.

[Gợi ý] Nhận xét:
[
(x+1)n

n

]′
= (x+ 1)n−1,

(
x2n+1

2n+1

)′
= x2n.

a) Để đơn giản, đặt x + 1 = t, dùng tiêu chuẩn d’Alambert hoặc Cauchy để tìm miền
hội tụ của chuỗi hàm số đã cho (chú ý tại các điểm đầu mút xét riêng). Sau đó đặt

S(t) =
∞∑

n=1

(−1)n−1

n
tn và tính S ′(t) =

∞∑

n=1

(−1)n−1tn−1 =
∞∑

n=1

(−t)n−1, đây là tổng vô hạn của

một cấp số nhân với công bội bằng −t.

b) Dùng tiêu chuẩn d’Alambert hoặc Cauchy để tìm miền hội tụ của chuỗi hàm số đã

cho (chú ý tại các điểm đầu mút xét riêng). Sau đó đặt S(x) =
∞∑

n=1

x2n+1

2n+1
và tính

S ′(x) =
∞∑

n=1

x2n =
∞∑

n=1

(x2)n. Đây là là tổng vô hạn của một cấp số nhân với công bội

bằng x2.
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4. Chuỗi hàm số 51

4.4 Một số chú ý về chuỗi hàm
Có ba vấn đề chính đối với các bài toán về chuỗi hàm số.

1. Tìm miền hội tụ của chuỗi hàm số. Tại mỗi x = x0, coi
∞∑

n=1

u(x0) là một chuỗi số

thông thường và tìm miền hội tụ bằng các phương pháp đã biết (so sánh, d’Alambert,
Cauchy, tích phân). Khi tìm miền hội tụ của chuỗi hàm số bằng tiêu chuẩn Cauchy
hoặc d’Alambert, tại các điểm đầu mút (làm cho L = lim

n→+∞

∣
∣
∣
an+1

an

∣
∣
∣ = 1, hoặc L =

lim
n→+∞

n
√

|an| = 1) ta phải xét riêng.

Ví dụ 4.3 (Giữa kì, K61). Xét sự hội tụ của chuỗi hàm

a)
+∞∑

n=1

(−1)n−1

x2+n+2
, b)

+∞∑

n=1

(−1)n−1

x2+n+2
.

2. Chứng minh chuỗi hàm số hội tụ đều (định nghĩa, tiêu chuẩn Weierstrass, tiêu
chuẩn Cauchy).

Ví dụ 4.4 (Giữa kì, K61). Xét sự hội tụ đều trên [0,+∞) của chuỗi hàm số

a)
+∞∑

n=1

3−nx

4n
, b)

+∞∑

n=1

2−nx

3n
.

3. Tính tổng của chuỗi hàm số S(x) =
∞∑

n=1

un(x). Nếu có sử dụng đến tính khả vi

hoặc khả tích của nó, phải dựa vào biểu thức của un(x) để quyết định xem sẽ đi tính

S ′(x) hay
∫ x

0

S(t)dt. Chẳng hạn như

• S(x) =
∞∑

n=1

(αn+ 1)xαn thì sẽ đi tính
∫ x

0

S(t)dt, vì
∫ x

0

(αn+ 1)tαndt = xαn+1.

• S(x) =
∞∑

n=1

xαn

αn
thì sẽ đi tính S ′(x) vì

(
xαn

αn

)′
= xαn−1.

Ví dụ 4.5 (Giữa kì, K61). Tìm miền hội tụ và tính tổng của chuỗi (hàm) số

a)
+∞∑

n=2

(−1)n−1

n2n
, b)

+∞∑

n=1

x
[1+(n−1)x](1+nx)

, c)
+∞∑

n=1

x
[1−(n−1)x](1−nx) .

4.5 Bài tập ôn tập
Bài tập 4.5. Tìm miền hội tụ của các chuỗi hàm số sau
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a)
∞∑

n=1

1
1+xn

,

b)
∞∑

n=1

xn

1+x2n
,

c)
∞∑

n=1

n−1
xnx ,

d)
∞∑

n=1

cosnx
2nx ,

e)
∞∑

n=1

(−1)n+1

1+n2x
,

f)
∞∑

n=1

lnn(x+ 1
n)√

x−e ,

g)
∞∑

n=1

n
(n+1)α

(
3x−2
x

)n,

h)
∞∑

n=1

(
xn + 1

2nxn

)
,

i)
∞∑

n=1

xn

xnn ,

j)
∞∑

n=1

2n+1
(n+1)5

(x+ 2)1−2n.

Bài tập 4.6. Dùng tiêu chuẩn Weierstrass, chứng minh các chuỗi sau hội tụ đều trên các
tập tương ứng

a)
∞∑

n=1

xn

(1+x2)n
trên R,

b)
∞∑

n=1

1
2n−1

(
2x+1
x+2

)n trên [−1, 1],

c)
∞∑

n=1

1
2n−1

√
1+nx

trên [0,∞),

d)
∞∑

n=1

e−n2x2

n2 trên R.
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§5. CHUỖI LŨY THỪA

Định nghĩa 1.1. Chuỗi lũy thừa là một chuỗi hàm số có dạng
∞∑

n=0

anx
n = a0 + a1x+ a2x

2 + · · ·+ anx
n + · · · , (1.11)

ở đó x là biến số còn an là các hệ số.

Tại mỗi điềm x = x0 cố định, chuỗi đã cho có thể hội tụ hoặc phân kỳ. Tập hợp tất cả các
điểm mà chuỗi đã cho hội tụ được gọi là miền hội tụ. Khi đó tổng của nó là

f(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ anx

n + · · · ,

ở đó tập xác định của hàm số f(x) là miền hội tụ của chuỗi (1.11).
Chẳng hạn như, nếu an = 1 với mọi n, thì chuỗi (1.11) đã cho trở thành chuỗi cấp số

nhân
1 + x+ x2 + · · ·+ xn + · · · ,

sẽ hội tụ nếu −1 < x < 1 và phân kỳ nếu |x| ≥ 1.

Ví dụ 5.1. Tìm miền hội tụ của chuỗi hàm số
∞∑

n=1

xn

n
.

Chứng minh. Đặt an = xn

n
. Khi đó
∣
∣
∣
∣

an+1

an

∣
∣
∣
∣
=

∣
∣
∣
∣

xn+1

an
.
n

xn

∣
∣
∣
∣
→ x khi n→ ∞.

Do đó theo tiêu chuẩn d’Alambert, chuỗi đã cho hội tụ nếu |x| < 1 và phân kỳ nếu |x| > 1.
Chú ý rằng tiêu chuẩn d’Alambert không đưa thông tin gì về sự hội tụ hay phân kỳ của
chuỗi tại x = ±1. Vì thế chúng ta sẽ xét riêng 2 trường hợp này. Tại x = 1, chuỗi trở thành
∞∑

n=1

1
n
, chuỗi này phân kì. Tại x = −1, chuỗi trở thành

∞∑

n=1

(−1)n

n
. Chuỗi này là chuỗi đan dấu

và hội tụ theo tiêu chuẩn Leibniz (xem lại Ví dụ 3.1). Kết luận: miền hội tụ của chuỗi hàm
số đã cho là [−1, 1).

Ví dụ 5.2. Tìm tập xác định của hàm số Bessel được định nghĩa bởi

J0(x) =
∞∑

n=0

(−1)nx2n

22n(n!)2
.

Chứng minh. Ta có
∣
∣
∣
∣

an+1

an

∣
∣
∣
∣
=

∣
∣
∣
∣

(−1)n+1x2n+2

22n+2[(n+ 1)!]2
.
22n(n!)2

(−1)nx2n

∣
∣
∣
∣
=

x2

4(n+ 1)2
→ 0 khi n→ ∞.

Theo tiêu chuẩn d’Alambert, chuỗi hàm số đã cho hội tụ với mọi x ∈ R. Nói cách khác, tập
xác định của hàm số Bessel là R.
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Định lý 5.1 (Định lý Abel). Nếu chuỗi lũy thừa
∞∑

n=0

anx
n hội tụ tại x0 6= 0, thì nó cũng

hội tụ tại mọi điểm x mà |x| < |x0|.

Chứng minh. Ta có

|anxn| ≤ |anxn0 |.
∣
∣
∣
∣

x

x0

∣
∣
∣
∣

n

.

Vì chuỗi
∞∑

n=1

anx
n
0 hội tụ nên lim

n→+∞
anx

n
0 = 0. Do đó, tồn tại số M sao cho |anxn0 | ≤M với mọi

n. Vậy

|anxn| ≤M

∣
∣
∣
∣

x

x0

∣
∣
∣
∣

n

, ∀n.

Do đó, nếu |x| < |x0| thì
∣
∣
∣
x
x0

∣
∣
∣ < 1, chuỗi

∞∑

n=0

∣
∣
∣
x
x0

∣
∣
∣

n

hội tụ. Theo tiêu chuẩn so sánh, chuỗi
∞∑

n=0

anx
n cũng hội tụ.

Hệ quả 5.1. Nếu chuỗi lũy thừa
∞∑

n=0

anx
n phân kỳ tại x0 6= 0, thì nó cũng phân kỳ tại mọi

điểm x mà |x| > |x0|.

Hệ quả 5.2. Với mỗi chuỗi lũy thừa
∞∑

n=0

anx
n cho trước, chỉ có 3 khả năng sau có thể xảy

ra.

i) Chuỗi hội tụ tại duy nhất điểm x = 0.

ii) Chuỗi hội tụ tại mọi điểm x ∈ R.

iii) Tồn tại một số thực dương R sao cho chuỗi đã cho hội tụ nếu |x| < R và phân kỳ nếu
|x| > R.

b bb

hội tụ nếu |x| < R

phân kì nếu |x| > R

0 R−R

Định nghĩa 1.1. Bán kính hội tụ của một chuỗi lũy thừa được định nghĩa là bằng

• 0 trong trường hợp i),

• ∞ trong trường hợp ii),

• số thực dương R trong trường hợp iii)

của Hệ quả 5.2 nêu trên.
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Định lý 5.2 (Cách tìm bán kính hội tụ). Nếu ρ = lim
n→+∞

∣
∣
∣
an+1

an

∣
∣
∣ hoặc ρ = lim

n→+∞
n
√
an thì

bán kính hội tụ của chuỗi lũy thừa là R = 1
ρ
, với quy ước là

• R = 0 nếu ρ = ∞ và

• R = ∞ nếu ρ = 0.

Chứng minh. Nếu ρ = lim
n→+∞

∣
∣
∣
an+1

an

∣
∣
∣ 6= 0, ta có

lim
n→+∞

∣
∣
∣
∣

an+1x
n+1

anxn

∣
∣
∣
∣
= lim

n→+∞

∣
∣
∣
∣

an+1

an

∣
∣
∣
∣
.|x| = ρ|x|.

Do đó, theo tiêu chuẩn d’Alambert,

• Nếu ρ|x| < 1 hay |x| < 1
ρ

thì chuỗi đã cho hội tụ,

• Nếu ρ|x| > 1 hay |x| > 1
ρ

thì chuỗi đã cho hội tụ.

Theo Định nghĩa 1.1 thì R = 1
ρ
.

Nếu ρ = lim
n→+∞

∣
∣
∣
an+1

an

∣
∣
∣ = 0 thì

lim
n→+∞

∣
∣
∣
∣

an+1x
n+1

anxn

∣
∣
∣
∣
= lim

n→+∞

∣
∣
∣
∣

an+1

an

∣
∣
∣
∣
.|x| = 0, ∀x,

chuỗi đã cho hội tụ với mọi x ∈ R, nghĩa là R = +∞.
Nếu ρ = +∞ thì

lim
n→+∞

∣
∣
∣
∣

an+1x
n+1

anxn

∣
∣
∣
∣
= lim

n→+∞

∣
∣
∣
∣

an+1

an

∣
∣
∣
∣
.|x| = +∞, ∀x 6= 0,

chuỗi đã cho hội tụ tại điểm duy nhất x = 0, nghĩa là R = 0.
Chứng minh hoàn toàn tương tự cho trường hợp ρ = lim

n→+∞
n
√

|an|.

Ví dụ 5.1. Tìm miền hội tụ của chuỗi hàm số sau
∞∑

n=0

(−3)nxn√
n+1

.

Chứng minh. Ta có
∣
∣
∣
∣

an+1

an

∣
∣
∣
∣
=

∣
∣
∣
∣
∣
−3

√

n+ 1

n+ 2

∣
∣
∣
∣
∣
→ 3 khi n→ ∞.

Vậy bán kính hội tụ của chuỗi đã cho là R = 1
3
.

1. Tại x = −1
3

chuỗi đã cho trở thành
∞∑

n=0

(−1)n√
n+1

. Chuỗi này là một chuỗi đan dấu và hội

tụ theo tiêu chuẩn Leibniz.

2. Tại x = 1
3

chuỗi đã cho trở thành
∞∑

n=0

1√
n+1

. Chuỗi này phân kỳ.

Kết luận: miền hội tụ của chuỗi lũy thừa đã cho là [−1
3
, 1
3
).

Ví dụ 5.2 (Giữa kì, K61). Tìm miền hội tụ của chuỗi hàm số
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a)
+∞∑

n=1

1
2n+1

(x− 1)n.

b)
+∞∑

n=1

1
2n−1

(x+ 1)n.

c)
+∞∑

n=1

n
2n+1

(x− 2)n.

d)
+∞∑

n=1

2n+1
n

(x+ 2)n.

e)
+∞∑

n=1

(2x−1)n

3n−1
.
+∞∑

n=1

(2x+1)n

3n+1
.

Bài tập 5.1. Tìm miền hội tụ của các chuỗi lũy thừa sau.

a)
∞∑

n=0

(−1)n
x2n

(2n)!
b)

∞∑

n=0

n(x+ 2)n

3n+1
c)

∞∑

n=0

n(x+ 1)n

4n

d)
∞∑

n=0

3n(x+ 4)n√
n+ 1

e)
∞∑

n=1

n!(2x− 1)n f)
∞∑

n=2

x2n

n(lnn)2

5.1 Các tính chất của chuỗi lũy thừa

Định lý 5.3. Giả sử rằng chuỗi lũy thừa
∞∑

n=0

anx
n có bán kính hội tụ bằng R > 0 và đặt

f(x) =
∞∑

n=0

anx
n với |x| < R. Khi đó

1. Chuỗi lũy thừa hội tụ đều trên mọi khoảng [a, b] ⊂ (−R,R).

2. f(x) là hàm số liên tục trên (−R,R).

3. f(x) là hàm số khả vi (và do đó liên tục) trên khoảng (−R,R) và

f ′(x) =
∞∑

n=0

(
d

dx
anx

ndx

)

= a1 + 2a2x+ · · ·+ nanx
n−1 + · · · .

4. f(x) là hàm số khả tích trên mọi đoạn [a, b] ⊂ (−R,R) và

x∫

0

f(t)dt = a0x+ a1
x2

2
+ · · ·+ an

xn+1

n+ 1
+ · · ·

Sau đây chúng ta sẽ áp dụng các tính chất trên để khai triển một số hàm số đơn giản
thành chuỗi lũy thừa. Trước hết, hãy xét một chuỗi hàm số đơn giản (cấp số nhân) mà ta
đã gặp ở Ví dụ 1.3:

1

1− x
= 1 + x+ x2 + · · · =

∞∑

n=0

xn (|x| < 1).
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Thay x bằng −x trong phương trình đã cho ta được

1

1 + x
=

∞∑

n=0

(−1)nxn. (1.12)

Đặt f(x) = ln(1 + x), ta có f ′(x) = 1
1+x

=
∞∑

n=0

(−1)nxn. Do đó

f(x) =

∫ ∞∑

n=0

(−1)nxn =
∞∑

n=0

(−1)n
xn+1

n+ 1
+ C.

Kết hợp với f(0) = 0 ta có C = 0. Vậy ta có biểu thức chuỗi lũy thừa của hàm số f(x) =

ln(1 + x) là

ln(1 + x) =
∞∑

n=0

(−1)n
xn+1

n+ 1
=

∞∑

n=1

(−1)n+1x
n

n
.

Ví dụ 5.1. Tìm biểu diễn chuỗi lũy thừa của hàm số f(x) = 1
1+x2

.

Chứng minh. Thay x bởi x2 trong phương trình 1.12 ta có

1

1 + x2
=

∞∑

n=0

(−1)nx2n. (1.13)

Ví dụ 5.2. Tìm biểu diễn chuỗi lũy thừa của hàm số f(x) = arctan x.

Chứng minh. Theo Phương trình 1.13 ta có

f ′(x) =
1

1 + x2
=

∞∑

n=0

(−1)nx2n.

Do đó

f(x) =

∫ ∞∑

n=0

(−1)nx2n = C +
∞∑

n=0

(−1)n
x2n+1

2n+ 1
.

Kết hợp với điều kiện f(0) = 0 ta có C = 0. Kết luận:

f(x) =
∞∑

n=0

(−1)n
x2n+1

2n+ 1
.

Bài tập 5.2. Một cách tương tự, tìm biểu diễn chuỗi lũy thừa của hàm số f(x) = arccot x.

[Gợi ý] Có thể sử dụng đẳng thức arctan x+arccot x = π
2

để suy ra biểu diễn chuỗi lũy thừa
của hàm số f(x) = arccot x.

Bài tập 5.3. Tìm biểu diễn chuỗi lũy thừa của các hàm số sau:

a) f(x) =
2

3− x
b) f(x) =

5

1− 4x2
c) f(x) =

1− x

1 + x

d) f(x) =
2

x2 − x− 2
e) f(x) =

x+ 2

2x2 − x− 1
f) f(x) =

x2 + x

(1− x)3
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5.2 Khai triển một hàm số thành chuỗi lũy thừa
Trong bài trước, chúng ta đã áp dụng các tính chất của chuỗi lũy thừa để tìm biểu diễn

lũy thừa của một số hàm số phân thức nhất định. Trong trường hợp f(x) là một hàm số
bất kỳ, thì tìm biểu diễn lũy thừa của f(x) như thế nào? Mục đích của bài này là để trả lời
câu hỏi đó.

Định lý 5.4. Nếu hàm số f(x) có biểu diễn chuỗi lũy thừa tại điểm a, nghĩa là

f(x) =
∞∑

n=0

an(x− a)n, |x− a| < R,

thì các hệ số của chuỗi lũy thừa được xác định bởi công thức an = f (n)(a)
n!

.

Như vậy nếu hàm số f(x) có biểu diễn chuỗi lũy thừa tại a, thì

• nó phải có đạo hàm mọi cấp trong lân cận của điểm a, và

• biểu diễn chuỗi lũy thừa của nó phải có dạng
∞∑

n=0

f (n)(a)

n!
(x− a)n. (1.14)

Chứng minh. Theo giả thiết,

f(x) = a0 + a1(x− a) + a2(x− a)2 + · · ·+ an(x− a)n + · · · (1.15)

Thay x = a vào phương trình (1.15) ta được

f(a) = a0.

Đạo hàm 2 vế của phương trình (1.15):

f ′(x) = a1 + 2a2(x− a) + · · ·+ nan(x− a)n−1 + · · · (1.16)

Thay x = a vào phương trình (1.16) ta được

f ′(a) = a1.

Tiếp tục quá trình này ta được an = f (n)(a)
n!

.

Điều kiện hàm số f(x) có đạo hàm mọi cấp trong lân cận của điểm a chỉ là điều kiện cần,
chứ chưa phải là điều kiện đủ. Nghĩa là, có những hàm số khả vi vô hạn nhưng lại không
khai triển được thành chuỗi Taylor. Ví dụ như hàm số sau đây

f(x) =







e−
1
x2 nếu x 6= 0

0 nếu x = 0

có f (n)(0) = 0 với mọi n nên chuỗi Maclaurin của nó bằng 0.
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Định nghĩa 1.1. Chuỗi lũy thừa trong Phương trình 1.14 được gọi là chuỗi Taylor của
hàm số f(x) tại điểm a. Trường hợp a = 0 thì chuỗi Taylor trở thành

∞∑

n=0

f (n)(0)

n!
xn. (1.17)

Chuỗi 1.17 được gọi là chuỗi Maclaurin của hàm số f(x).

Ví dụ 5.1. Tìm chuỗi Maclaurin của hàm số f(x) = ex và tìm bán kính hội tụ của nó.

Chứng minh. f(x) = ex ⇒ f (n)(x) = ex. Do đó f (n)(0) = 1 với mọi n. Chuỗi Maclaurin của
hàm số f(x) là

∞∑

n=1

f (n)(0)

n!
xn = 1 +

x

1!
+
x2

2!
+ · · ·+ xn

n!
+ · · ·

Để tìm bán kính hội tụ, xét
∣
∣
∣
an+1

an

∣
∣
∣ =

∣
∣
∣

n!
(n+1)!

∣
∣
∣ = 1

n+1
→ 0 khi n → ∞. Do đó bán kính hội tụ

R = ∞, i.e., chuỗi đã cho hội tụ với mọi x.

Định nghĩa 1.2. Nếu chuỗi Taylor
∞∑

n=0

f (n)(a)
n!

(x− a)n hội tụ đến hàm số f(x) trong một lân

cận Ba(R) = {x : |x − a| < R} nào đó của điểm a thì ta nói hàm số f(x) khai triển được
thành chuỗi Taylor trong lân cận đó.

Hai câu hỏi đặt ra đối với chuỗi Taylor của hàm số f(x):

• Chuỗi Taylor F (x) =
∞∑

n=0

f (n)(a)
n!

(x− a)n có hội tụ không?

• Nếu nó hội tụ thì liệu nó có hội tụ đến hàm số f(x) hay không?

Định lý sau đây trả lời các câu hỏi đó.

Định lý 5.5. Nếu f(x) có đạo hàm mọi cấp trong lân cận Ba(R) = {x : |x − a| < R} của

điểm a và |f (n)(ξ)| ≤M với mọi ξ ∈ Ba(R), thì chuỗi Taylor
∞∑

n=0

f (n)(a)
n!

(x−a)n hội tụ đến f(x)

trong lân cận Ba(R). Nghĩa là f(x) khai triển được thành chuỗi Taylor tại a,

f(x) =
∞∑

n=0

f (n)(a)

n!
(x− a)n, |x− a| < R.

Ví dụ 5.1. Chứng minh rằng ex =
∞∑

n=0

xn

n!
, ∀x ∈ R.
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Chứng minh. Xét lân cận B0(R) = {x : |x| < R} với R > 0 nào đó. Hàm số f(x) = ex có

|fn(x)| = ex < eR =M, ∀x ∈ B0(R).

Theo Định lý 5.5, f(x) khai triển được thành chuỗi Taylor tại x = 0 trong lân cận B0(R),

ex =
∞∑

n=0

xn

n!
, ∀x ∈ B0(R).

Vì số R có thể chọn một cách tùy ý nên ex =
∞∑

n=0

xn

n!
, ∀x ∈ R.

5.3 Khai triển Maclaurin một số hàm số sơ cấp

1
1−x =

∞∑

n=0

xn = 1 + x+ x2 + · · ·+ xn + · · · R = 1

1
1+x

=
∞∑

n=0

(−1)nxn = 1− x+ x2 − · · ·+ (−1)nxn + · · · R = 1

ex =
∞∑

n=0

xn

n!
= 1 + x

1!
+ x2

2!
+ · · ·+ xn

n!
+ · · · R = ∞

sin x =
∞∑

n=0

(−1)n x2n+1

(2n+1)!
= x− x3

3!
+ x5

5!
− · · ·+ (−1)n x2n+1

(2n+1)!
+ · · · R = ∞

cos x =
∞∑

n=0

(−1)n x2n

(2n)!
= 1− x2

2!
+ x4

4!
− · · ·+ (−1)n x2n

(2n)!
+ · · · R = ∞

sinh x =
∞∑

n=0

x2n+1

(2n+1)!
= x+ x3

3!
+ x5

5!
+ · · ·+ x2n+1

(2n+1)!
+ · · · R = ∞

cosh x =
∞∑

n=0

x2n

(2n)!
= 1 + x2

2!
+ x4

4!
+ · · ·+ x2n

(2n)!
+ · · · R = ∞

arctan x =
∞∑

n=0

(−1)n x
2n+1

2n+1
= x− x3

3
+ x5

5
− · · ·+ (−1)n x

2n+1

2n+1
+ · · · R = 1

arcsin x =
∞∑

n=0

(2n−1)!!
(2n)!!

x2n+1

2n+1
= x+ 1

2
x3

3
+ 1.3

2.4
x5

5
+ · · ·+ (2n−1)!!

(2n)!!
x2n+1

2n+1
+ · · · R = 1

ln(1 + x) =
∞∑

n=1

(−1)n−1 xn

n
= x− x2

2
+ x3

3
− · · ·+ (−1)n−1 xn

n
+ · · · R = 1

ln(1− x) = −
∞∑

n=1

xn

n
= −x− x2

2
− x3

3
− · · · − xn

n
− · · · R = 1

(1 + x)k =
∞∑

n=0

(
k
n

)
xn = 1 + kx+ k(k−1)

2!
x2 + · · ·+

(
k
n

)
xn + · · · R = 1
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5. Chuỗi lũy thừa 61

Để khai triển một hàm số thành chuỗi Taylor (Maclaurin) có hai phương pháp.

Phương pháp 1: Tính các đạo hàm cấp cao f (n)(x) để suy ra chuỗi lũy thừa của f(x)

tại x = a là
∞∑

n=0

f (n)(a)
n!

(x − a)n. Tuy nhiên, không phải lúc nào việc tính các đạo hàm

cấp cao của f(x) cũng dễ dàng. Vì thế người ta thường làm theo cách sau.

Phương pháp 2: Dựa vào khai triển Maclaurin của các hàm số sơ cấp đã biết. Chẳng
hạn như:

Ví dụ 5.2. a) Tìm khai triển Maclaurin của hàm số f(x) = arcsin x.

b) Tính đạo hàm cấp cao arcsin(n)(0).

[Lời giải]

a) Nhận xét (arcsin x)′ = 1√
1−x2 . Trong trường hợp này có lẽ "không có" hoặc "rất

khó" để tìm ra công thức tính đạo hàm cấp cao của hàm số arcsin x. Vì vậy, ta
xuất phát từ công thức khai triển Maclaurin của hàm số (1 + x)α

(1 + x)α =
∞∑

n=0

α(α− 1) . . . (α− n+ 1)

n!
xn.

Thay α = −1
2

ta được

1√
1 + x

=
∞∑

n=0

−1
2

(
−1

2
− 1
)
. . .
(
−1

2
− (n− 1)

)

n!
xn =

∞∑

n=0

(−1)n(2n− 1)!!

2nn!
xn.

Thay x bằng −x2 ta được

(arcsin x)′ =
1√

1− x2
=

∞∑

n=0

(−1)n(2n− 1)!!

2nn!
(−x2)n =

∞∑

n=0

(2n− 1)!!

(2n)!!
x2n

Do đó

arcsin x =

x∫

0

∞∑

n=0

(2n− 1)!!

(2n)!!
t2ndt =

∞∑

n=0

(2n− 1)!!

(2n)!!

x∫

0

t2ndt =
∞∑

n=0

(2n− 1)!!

(2n)!!

x2n+1

2n+ 1
.

b) Dựa vào công thức khai triển Maclaurin của hàm số arcsin x suy ra






arcsin(2n)(0) = 0,

arcsin(2n+1)(0) = (2n−1)!!
(2n)!!(2n+1)

.

(0)Các hàm số hyperbolic: sinhx = ex−e−x

2
, cosh = ex+e−x

2
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62 Chương 1. Chuỗi (11LT+11BT)

Bài tập 5.4. Một cách tương tự, tìm khai triển Maclaurin của hàm số f(x) = arccos x.

[Gợi ý] Có thể dựa vào đẳng thức arcsin x+arccosx = π
2

để suy ra khai triển Maclaurin
của hàm số f(x) = arccos x.

Ví dụ 5.3. Khai triển hàm số f(x) = sin 2x+ x cos 2x thành chuỗi Maclaurin.

[Lời giải] Thay x bằng 2x trong các khai triển Maclaurin của hàm số sin x và cos x ta
có:

sin 2x =
∞∑

n=0

(−1)n
(2x)2n+1

(2n+ 1)!
, cos 2x =

∞∑

n=0

(−1)n
(2x)2n

(2n)!

Do đó

sin 2x+ x cos 2x =
∞∑

n=0

(−1)n
(2x)2n+1

(2n+ 1)!
+ x

∞∑

n=0

(−1)n
(2x)2n

(2n)!
=

∞∑

n=0

(−1)n22n
2n+ 3

(2n+ 1)!
x2n+1.

Ví dụ 5.4. Khai triển f(x) = cos πx
3

thành chuỗi lũy thừa của x− 2.

[Lời giải] Đặt t = x− 2 ⇒ x = t+ 2.

cos
πx

3
= cos

π

3
(t+ 2) = cos

2π

3
cos

π

3
t− sin

2π

3
sin

π

3
t.

Thay x bằng π
3
t trong các khai triển Maclaurin của hàm số sin x và cos x ta được

cos
π

3
t =

∞∑

n=0

(−1)n
(
π
3
t
)2n

(2n)!
, sin

π

3
t =

∞∑

n=0

(−1)n
(
π
3
t
)2n+1

(2n+ 1)!
.

Vậy

cos
πx

3
= −1

2

∞∑

n=0

(−1)n
(
π
3
t
)2n

(2n)!
−
√
3

2

∞∑

n=0

(−1)n
(
π
3
t
)2n+1

(2n+ 1)!

= −1

2

∞∑

n=0

(−1)n
(
π
3

)2n

(2n)!
(x− 2)2n −

√
3

2

∞∑

n=0

(−1)n
(
π
3

)2n+1

(2n+ 1)!
(x− 2)2n+1.

(1.18)

Ví dụ 5.5. Khai triển f(x) = 1
x2+5x+6

thành chuỗi lũy thừa của x− 1.

[Lời giải] Đặt t = x− 1 ⇒ x = t+ 1.
1

x2 + 5x+ 6
=

1

(t+ 1)2 + 5(t+ 1) + 6
=

1

t2 + 7t+ 12
=

1

t+ 3
− 1

t+ 4
=

1

3
.

1

1 + t
3

− 1

4
.

1

1 + t
4

.

Thay x lần lượt bằng t
3

và t
4

trong khai triển của hàm số 1
1+x

ta được

1

1 + t
3

=
∞∑

n=0

(−1)n
(
t

3

)n

,
1

1 + t
4

=
∞∑

n=0

(−1)n
(
t

4

)n

.

Do đó
1

x2 + 5x+ 6
=

1

3

∞∑

n=0

(−1)n
(
t

3

)n

− 1

4

∞∑

n=0

(−1)n
(
t

4

)n

=
∞∑

n=0

(−1)n
(

1

3n+1
− 1

4n+1

)

(x−1)n.
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Ví dụ 5.6 (Giữa kì, K61). Khai triển thành chuỗi Maclaurin hàm số

a) f(x) = ln(1 + 2x),

b) f(x) = ln(1− 2x),

c) f(x) = 1
x2−3x+2

,

d) f(x) = 1
x2+3x+2

.

Dùng tích phân kép (Giải tích II) để chứng minh Công thức Euler

Chứng minh công thức Euler sau
∞∑

n=1

1

n2
=
π2

6
.

Có nhiều cách để chứng minh công thức này, một trong những cách đó là sử dụng khai
triển Fourier (xem Hệ quả 6.1). Sau đây tôi xin giới thiệu một phương pháp chứng minh

khác dựa vào Tích phân kép trong học phần Giải tích II. Trước hết, vì
∫ 1

0

xndx =

∫ 1

0

yndy =

1
n+1

nên

∞∑

n=1

1

n2
=

∞∑

n=0

1∫

0

xndx

1∫

0

yndy =
∞∑

n=0

1∫

0

1∫

0

(xy)ndxdy =

1∫

0

1∫

0

∞∑

n=0

(xy)ndxdy =

1∫

0

1∫

0

1

1− xy
dxdy.

Để tính được tích phân kép này ta thực hiện phép đổi biến x = u − v, y = u + v. Khi đó
J = 2 và miền D sẽ biến thành miền Duv như hình vẽ (Tại sao? Phải dựa vào nhận xét
phép đổi biến biến biên của miền D thành biên của miền Duv).

O O

x

y u

v

1

1

1

1
2

Ta có

I =

∫

D

1

1− xy
dxdy = 2

∫

Duv

1

1− u2 + v2
dudv

= 4

1
2∫

0

du

u∫

0

1

1− u2 + v2
dv + 4

1∫

1
2

du

1−u∫

0

1

1− u2 + v2
dv.

(1.19)
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Vì
z∫

0

dt

a2 + t2
=

1

a
arctan

t

a

∣
∣
∣

z

0
=

1

a
arctan

z

a

nên

I = 4

1
2∫

0

1√
1− u2

arctan
u√

1− u2
du+ 4

1∫

1
2

1√
1− u2

arctan
1− u√
1− u2

du = I1 + I2.

Đặt u = sin θ đối với tích phân I1 ta được

I1 = 4

π
6∫

0

cos θ
√

1− sin2 θ
arctan

sin θ
√

1− sin2 θ
dθ = 4

π
6∫

0

arctan(tan θ)dθ = 4

π
6∫

0

θdθ =
π2

18
. (1.20)

Đặt u = cos 2θ đối với tích phân I2 ta được

I2 = 4

π
6∫

0

2 sin 2θ√
1− cos2 2θ

arctan

(
1− cos 2θ√
1− cos2 2θ

)

dθ = 8

π
6∫

0

arctan(tan θ)dθ =
π2

9
.

Kết luận I = π2

18
+ π2

9
= π2

6
.

Dùng khai triển Maclaurin để chứng minh công thức Euler

Trước hết
∞∑

n=0

1

(2n+ 1)2
=

∞∑

n=1

1

n2
−

∞∑

n=1

1

(2n)2
=

∞∑

n=1

1

n2
− 1

4

∞∑

n=1

1

n2
=

3

4

∞∑

n=1

1

n2
.

Do đó ∞∑

n=1

1

n2
=
π2

6
⇔

∞∑

n=0

1

(2n+ 1)2
=
π2

8
. (1.21)

Xuất phát từ công thức khai triển Maclaurin của hàm số arcsin x,

arcsin x =
∞∑

n=0

(2n− 1)!!

(2n)!!

x2n+1

2n+ 1
, (|x| ≤ 1)

thay x bởi sin t ta được

t =
∞∑

n=0

(2n− 1)!!

(2n)!!

sin2n+1 t

2n+ 1
, (|t| ≤ π

2
).

Lấy tích phân từ 0 đến π
2

cả hai vế ta được

π2

8
=

π
2∫

0

tdt =
∞∑

n=0

(2n− 1)!!

(2n)!!(2n+ 1)

π
2∫

0

sin2n+1 tdt. (1.22)
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Sử dụng công thức tích phân từng phần

I2n+1 =

π
2∫

0

sin2n+1 tdt

= −

π
2∫

0

sin2n xd cos x

= − sin2n x cos x
∣
∣
∣

π
2

0
+

π
2∫

0

2n sin2n−1 x cos2 xdx

= 2n(I2n−1 − I2n+1).

suy ra công thức truy hồi

I2n+1 =
2n

2n+ 1
I2n = · · · = (2n)!!

(2n+ 1)!!
I1 =

(2n)!!

(2n+ 1)!!
.

Thay vào (1.22)
π2

8
=

∞∑

n=0

1

(2n+ 1)2
.

(1.21) được chứng minh.

5.4 Ứng dụng của chuỗi lũy thừa
Tính gần đúng (xem lại trong học phần Giải tích I)

Ví dụ 5.7. Tính gần đúng
∫ 1

0

e−x
2
dx với độ chính xác 10−3.

Tính giới hạn (xem lại trong học phần Giải tích I)

Ví dụ 5.8. a) Tính limx→0
x−sinx
x3

.

b) Xét sự hội tụ của chuỗi số
∞∑

n=0

(
1√
n
− sin 1√

n

)

.

5.5 Bài tập ôn tập
Bài tập 5.5. Tìm miền hội tụ của các chuỗi hàm số sau đây

a)
∞∑

n=1

lnn(x+ 1
n
)√

x− e
b)

∞∑

n=1

(−1)n+1

1 + n2x
c)

∞∑

n=0

(n+ x)n

nx+n

d)
∞∑

n=1

cosnx

2nx
e)

∞∑

n=1

xn

1 + x2n
f)

∞∑

n=1

tann(x+
1

n
)
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[Gợi ý]

a) Tập xác định: x > e. Áp dụng tiêu chuẩn Cauchy ta có n
√
an = ln

(

x+
1

n

)

→ ln x > 1

khi n→ ∞, do đó chuỗi hàm số đã cho phân kì nếu x > e. Kết luận: miền hội tụ là ∅.

b) Nếu x = 0 thì |an| = 1, chuỗi phân kì.

Nếu x 6= 0,
∞∑

n=1

(−1)n+1

1 + n2x
=

1

x

∞∑

n=1

(−1)n+1

1
x
+ n2

.

Với mỗi x,
{

1
1
x
+ n2

}

là một dãy số dương, giảm về 0 khi n→ ∞, nên chuỗi đã cho hội

tụ (theo tiêu chuẩn Leibniz). Miền hội tụ của chuỗi hàm số đã cho là R
∗.

c) Ta có an =
(n+ x

n

)n 1

nx
∼ ex

1

nx
, nên chuỗi hàm số đã cho hội tụ nếu và chỉ nếu x > 1.

Miền hội tụ là (1,+∞).

d) Nếu x > 0 thì
∣
∣
∣
cosnx

2nx

∣
∣
∣ ≤ 1

2nx
. Chuỗi hàm số

∞∑

n=1

( 1

2x

)n

là hội tụ vì 2x > 1, do đó chuỗi

hàm số
∞∑

n=1

cosnx

2nx
là hội tụ nếu x > 0.

Nếu x ≤ 0, giả sử rằng chuỗi đã cho hội tụ tại x. Khi đó, theo điều kiện cần để chuỗi
số hội tụ

lim
n→∞

cosnx

2nx
= 0 ⇒ lim

n→∞
cosnx = 0,

điều này là không thể xảy ra. Miền hội tụ là (0,+∞).

e) |x| > 1: |an| =
|x|n

1 + x2n
∼
( 1

|x|
)n

as n→ ∞;
1

|x| < 1, chuỗi hàm số đã cho hội tụ.

|x| < 1: |an| =
|x|n

1 + x2n
∼ |x|n as n→ ∞; |x| < 1, chuỗi hàm số đã cho hội tụ.

|x| = 1, |an| =
1

2
9 0, chuỗi hàm số đã cho phân kì. Miền hội tụ là R\{±1}.

f) n
√

|an| = tan
(

x+
1

n

)

→ tan x khi n→ ∞.

Nếu tan x < 1 ⇔ −π
4
+ kπ < x <

π

4
+ kπ, chuỗi hàm số đã cho hội tụ.

Nếu tan x = 1 ⇔ x = ±π
4
+kπ: an → e±2 6= 0 khi n→ ∞, chuỗi hàm số đã cho phân kì.

Nếu tan x > 1, chuỗi hàm số đã cho phân kì.

Miền hội tụ:
(

− π

4
+ kπ,

π

4
+ kπ

)

; (k ∈ Z).

Bài tập 5.6. Kiểm tra tính hội tụ đều của các chuỗi hàm số sau đây

a)
∞∑

n=1

(1− x)xn trong khoảng [0, 1].
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b)
∞∑

n=1

ln
(

1 +
x2

n2 lnn

)

trong khoảng [−a, a], (a > 0).

c)
∞∑

n=1

2n sin
x

3n
trong khoảng [−a, a], (a > 0).

d)
∞∑

n=1

an
(2x+ 1

x+ 2

)n

trong khoảng [−1, 1], (|a| < 1).

[Gợi ý]

a) Sn(x) = x− xn+1 → x nếu 0 ≤ x < 1, và Sn(1) → 0 khi n→ ∞. Vì hàm số

f(x) =







0, nếu x = 1,

x, nếu 0 ≤ x < 1

không liên tục trên [0, 1], nên chuỗi hàm số đã cho không hội tụ đều.

b) Ta có ln(1 + x) ≤ x, ∀x ≥ 0, nên

ln
(

1 +
x2

n ln2 n

)

≤ x2

n ln2 n
≤ a2

n ln2 n
, ∀x ∈ [−a, a]

Mặt khác, chuỗi a2
∞∑

n=1

1

n ln2 n
là hội tụ, nên theo tiêu chuẩn Weierstrass, chuỗi hàm

số đã cho hội tụ đều trên [−a, a].

c)
∣
∣
∣2n sin

x

3n

∣
∣
∣ ≤ a

(2

3

)n

; chuỗi
∞∑

n=1

(2

3

)n

là hội tụ nên theo tiêu chuẩn Weierstrass, chuỗi

hàm số đã cho hội tụ đều trong khoảng [−a, a].

d) Ta có
2x+ 1

x+ 2
∈ [−1, 1] với mọi x ∈ [−1, 1], nên

∣
∣
∣an
(2x+ 1

x+ 2

)n∣
∣
∣ ≤ |a|n. Mặt khác, chuỗi

∞∑

n=1

|a|n là hội tụ, nên theo tiêu chuẩn Weierstrass, chuỗi hàm số đã cho hội tụ đều

trên [−1, 1].

Bài tập 5.7. Tìm bán kính hội tụ và miền hội tụ của các chuỗi lũy thừa sau

a)
∞∑

n=1

xn√
n

b)
∞∑

n=1

xn ln(n+ 1) c)
∞∑

n=1

(

1 +
1

n

)n2

xn

d)
∞∑

n=1

2n.n!

(2n)!
x2n e)

∞∑

n=1

(−2)n
x3n+1

n+ 1
f)

∞∑

n=1

2n−1.xn−1

(2n− 1)2
√
3n−1

[Gợi ý]

a) R = 1, miền hội tụ là [−1, 1).
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b) R = 1, miền hội tụ là (−1, 1).

c) R =
1

e
, miền hội tụ là

(

− 1

e
,
1

e

)

.

d) R = +∞, miền hội tụ là (−∞,+∞).

e) R =
1
3
√
2

, miền hội tụ là
(

− 1
3
√
2
,
1
3
√
2

]

.

f) R =

√
3

2
, miền hội tụ là

[

−
√
3

2
,

√
3

2

]

.

Bài tập 5.8. Tìm tổng của các chuỗi hàm số sau

a)
∞∑

n=1

xn+1

(2n)!!
b)

∞∑

n=1

(−1)n−1x2n

2n− 1
c)

∞∑

n=0

x4n+1

4n+ 1

d)
∞∑

n=1

n2xn−1 e)
∞∑

n=1

n(n+ 2)xn f)
∞∑

n=1

(−1)n

4n2 − 1

[Gợi ý]

a) S(x) = x(e
x
2 − 1), ∀x ∈ R.

b) R = 1, ∀x ∈ (−1, 1): S(x) = x arctan x.

c) R = 1, ∀x ∈ (−1, 1): S(x) =
1

4
ln

1 + x

1− x
+

1

2
arctan x.

d) R = 1, ∀x ∈ (−1, 1): S(x) =
1 + x

(1− x)3

e) R = 1, ∀x ∈ (−1, 1): S(x) =
x2 − 3x

(x− 1)3

f) Xét chuỗi hàm số S(x) =
∞∑

n=1

(−1)nx2n

(2n+ 1)(2n− 1)
=

1

2
− x2 + 1

2x
arctan x

∞∑

n=1

(−1)n

4n2 − 1
= lim

x→1
S(x) =

1

2
− π

4
.

Bài tập 5.9. Tìm miền hội tụ của các chuỗi hàm số sau

a)
∞∑

n=1

(x−2)n

n2 ,

b)
∞∑

n=1

1
n2(x−1)n

,

c)
∞∑

n=1

(x−3)2n+5

n2+4
,

d)
∞∑

n=1

(2x−1)2n

n2n
,

e)
∞∑

n=1

n
2n−1

(
2x−1
x+1

)n,

f)
∞∑

n=1

(x+1)n

n+1
,

g)
∞∑

n=1

(x+5)2n−1

2n4n
,

h)
∞∑

n=1

(−1)n(2n−1)2n(x−1)n

(3n−2)2n
,

i)
∞∑

n=1

n!
nn (x+ 3)n.
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Bài tập 5.10. Tính tổng của các chuỗi sau

a)
∞∑

n=0

x2n+5

32n(2n+1)
, x ∈ (−3, 3),

b)
∞∑

n=1

(−1)n−1

(2n−1)3n−1 ,

c)
∞∑

n=0

x2n+2

(2n+1)(2n+2)
, x ∈ (−1, 1),

d)
∞∑

n=1

(
1+2n
n2+n

)
xn, x ∈ (−1, 1).

Bài tập 5.11. Khai triển thành chuỗi Maclaurin

a) f(x) = x3+x+1
x2−4x+3

,

b) f(x) = sin 3x+ x cos 3x,

c) f(x) = 1√
4−x2 ,

d) f(x) = ln(1 + x− 2x2).

Bài tập 5.12. a) Khai triển f(x) =
√
x thành chuỗi lũy thừa của x− 4,

b) Khai triển f(x) = sin πx
3

thành chuỗi lũy thừa của x− 1,

c) Khai triển f(x) = 1
x2+3x+2

thành chuỗi lũy thừa của x+ 4,

d) Khai triển f(x) = ln x thành chuỗi lũy thừa của 1−x
1+x

.

Bài tập 5.13. Chứng minh rằng

a) ecosx = e
(

1− x2

2!
+ 4x4

4!
− 31x6

6!
+ · · ·

)

,−∞ < x <∞.

b) ln(x+
√
x2 + 1) =

∞∑

n=0

(−1)n (2n−1)!!
(2n)!!

x2n+1

2n+1
,−1 ≤ x ≤ 1.

c) ln(1+x)
1+x

= x−
(
1 + 1

2

)
x2 +

(
1 + 1

2
+ 1

3

)
x3 − · · · ,−1 < x < 1.

d) (ln(1 + x))2 = x2 −
(
1 + 1

2

)
2x3

3
+
(
1 + 1

2
+ 1

3

)
2x4

4
− · · · ,−1 < x ≤ 1.
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§6. CHUỖI FOURIER

Chuỗi Fourier được đặt tên của nhà toán học Joseph Fourier, người đã có những đóng
góp quan trọng trong việc nghiên cứu các chuỗi lượng giác. Ông đã tiếp nối các công trình
nghiên cứu trước đó của Leonhard Euler, Jean le Rond d’Alembert, và Daniel Bernoulli.
Fourier đã giới thiệu các chuỗi lượng giác với mục đích giải bài toán truyền nhiệt trong một
mặt kim loại. Các công trình nghiên cứu đầu tiên của ông về vấn đề này là Mémoire sur

la propagation de la chaleur dans les corps solides (vào năm 1807) và Théorie analytique

de la chaleur (vào năm 1822).
Phương trình truyền nhiệt là một phương trình đạo hàm riêng. Trước các công trình

nghiên cứu của Fourier, trong trường hợp tổng quát người ta không tìm được nghiệm của
phương trình truyền nhiệt, mặc dù các nghiệm riêng trong một số trường hợp cụ thể đã
được biết nếu như nguồn nhiệt có dáng điệu đơn giản như là các sóng hình sin hay cosin.
Các nghiệm đơn giản này ngày nay đôi khi được gọi là nghiệm riêng. Ý tưởng của Fourier
là mô hình một nguồn nhiệt phức tạp dưới dạng là một tổ hợp tuyến tính của các sóng
hình sin và cosin, và để tìm nghiệm dưới dạng tổ hợp tuyến tính của các nghiệm riêng
tương ứng. Tổ hợp tuyến tính này được gọi là chuỗi Fourier.

Mặc dầu động lực ban đầu là để giải quyết phương trình truyền nhiệt, chuỗi Fourier
về sau cũng được áp dụng cho các lĩnh vực khác nhau như kĩ thuật điện, xử lý ảnh, vật lý
lượng tử.

6.1 Chuỗi lượng giác & chuỗi Fourier
Chuỗi Fourier của một hàm tuần hoàn, được đặt tên theo nhà toán học Joseph Fourier

(1768–1830), là một cách biểu diễn hàm số đó dưới dạng tổng của các hàm tuần hoàn có
dạng hàm sin và hàm cos. Một cách tổng quát, một chuỗi có dạng

a0
2

+
∞∑

n=0

(an cosnx+ bn sinnx), an, bn ∈ R (1.23)

được gọi là một chuỗi lượng giác.

Chú ý 1.1. i) Nếu các chuỗi
∞∑

n=1

|an| và
∞∑

n=1

|bn| hội tụ thì chuỗi lượng giác (1.23) hội tụ

tuyệt đối trên R.

ii) Tuy nhiên, nếu chuỗi lượng giác (1.23) hội tụ thì không suy ra được các chuỗi
∞∑

n=1

|an|

và
∞∑

n=1

|bn| hội tụ.
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6. Chuỗi Fourier 71

Định lý 6.1. Nếu hàm số f(x) tuần hoàn với chu kỳ 2π và có biểu diễn

f(x) =
a0
2

+
∞∑

n=0

(an cosnx+ bn sinnx), an, bn ∈ R

thì các hệ số của nó được tính theo công thức

a0 =
1

π

π∫

−π

f(x)dx, an =
1

π

π∫

−π

f(x) cosnxdx, bn =
1

π

π∫

−π

f(x) sinnxdx. (1.24)

[Gợi ý] Định lý trên được chứng minh khá đơn giản dựa vào các nhận xét sau đây.

•
∫ π

−π
sinmx = 0,

•
∫ π

−π
cosnx = 0, ∀n 6= 0,

•
∫ π

−π
sinmx cosnx = 0,

•
∫ π

−π
sinmx sinnx =







0, nếu m 6= n,

π, nếu m = n,

•
∫ π

−π
cosmx cosnx =







0, nếu m 6= n,

π, nếu m = n.

Định nghĩa 1.1. Chuỗi lượng giác S(x) = a0
2
+

∞∑

n=0

(an cosnx+bn sinnx) với các hệ số a0, an, bn

xác định bởi (1.24) được gọi là chuỗi Fourier (hay là khai triển Fourier) của hàm số f(x).

6.2 Khai triển một hàm số thành chuỗi Fourier
Hai câu hỏi đặt ra đối với chuỗi Fourier của hàm số f(x):

• Chuỗi Fourier S(x) = a0
2
+

∞∑

n=0

(an cosnx+ bn sinnx) này có hội tụ không?

• Trong trường hợp hội tụ, liệu nó có hội tụ đến hàm số f(x)?

Định nghĩa 1.2. Nếu chuỗi Fourier của hàm f(x) hội tụ về hàm f(x) thì ta nói hàm f(x)

được khai triển thành chuỗi Fourier

Điều kiện để hàm số khai triển được thành chuỗi Fourier

Định lý 6.2 (Dirichlet). Nếu

i) f(x) tuần hoàn với chu kì 2π ,

ii) đơn điệu từng khúc,

iii) bị chặn trên [−π, π]
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thì chuỗi Fourier của nó hội tụ tại mọi điểm trên đoạn [−π, π], và

S(x) =







f(x), nếu x là điểm liên tục của f(x)

f(x+0)+f(x−0)
2

nếu x là điểm gián đoạn của f(x).

Định lý 6.3 (Đẳng thức Parseval). Nếu hàm số f(x) thỏa mãn các điều kiện của Định
lý Dirichlet thì bất đẳng thức Parseval sau được thỏa mãn

1

π

π∫

−π

f 2(x)dx =
a20
2

+
∞∑

n=1

(a2n + b2n).

Bài tập 6.1. Khai triển thành chuỗi Fourier hàm số f(x) tuần hoàn với chu kì 2π, xác
định như sau

a) f(x) =







1, 0 ≤ x ≤ π

−1, −π ≤ x < 0.

b) f(x) =







x, 0 ≤ x ≤ π

−1, −π ≤ x < 0.

c) f(x) =







1, 0 ≤ x ≤ π

0, −π ≤ x < 0.

d) f(x) = x2,−π < x < π.

[Lời giải]

b) Ta có

a0 =
1

π

π∫

−π

f(x)dx =
1

π

0∫

−π

−dx+ 1

π

π∫

0

xdx = −1 +
π

2
.

an =
1

π

π∫

−π

f(x) cosnxdx =
1

π

0∫

−π

− cosnxdx+
1

π

π∫

0

x cosnxdx =







0 nếu n chẵn,

−2
n2π

nếu n lẻ.

bn =
1

π

π∫

−π

f(x) sinnxdx =
1

π

0∫

−π

− sinnxdx+
1

π

π∫

0

x sinnxdx =







−1
n

nếu n chẵn,

2
π
+ 1

n
nếu n lẻ.

Vậy chuỗi Fourier của hàm số đã cho là

F (x) = −1

2
+
π

4
+

∞∑

n=1

−2

(2n+ 1)2π
cos(2n+1)x+

∞∑

n=1

−1

2n
sin 2nx+

∞∑

n=1

(
2

π
+

1

2n+ 1

)

sin(2n+1)x.
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x

y

−π

−1

π

π

O

F (x) = x (0 < x ≤ π)

F (x) = −1 (−π ≤ x < 0) F (0) = −1
2

b

Theo Định lý Dirichlet, giá trị của chuỗi Fourier này tại những điểm liên tục bằng
f(x), còn tại điểm gián đoạn x = 0 bằng f(0+)+f(0−)

2
= −1

2
. Nghĩa là

F (x) =







x, 0 < x ≤ π

−1
2
, x = 0,

−1, −π ≤ x < 0.

Thay x = 0 ta có

F (0) = −1

2
= −1

2
+
π

4
+

∞∑

n=1

−2

(2n+ 1)2π
⇔

∞∑

n=1

1

(2n+ 1)2
=
π2

8
.

Đây chính là công thức Euler.

c) Ta có

a0 =
1

π

π∫

−π

f(x)dx =
1

π

0∫

−π

0dx+
1

π

π∫

0

dx = 1.

an =
1

π

π∫

−π

f(x) cosnxdx =
1

π

π∫

0

cosnxdx = 0

bn =
1

π

π∫

−π

f(x) sinnxdx =
1

π

π∫

0

sinnxdx = − 1

nπ
(cosnπ − cos 0) =







0 nếu n chẵn,

2
nπ

nếu n lẻ.

Vậy chuỗi Fourier của hàm số đã cho là

S(x) =
1

2
+

∞∑

n=1

2

(2n− 1)π
sin(2n− 1)x.
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x

y

−π

1

ππ
2

O

Ta có dãy các tổng riêng của chuỗi Fourier đã cho là

Sn(x) =
1

2
+

2

π
sin x+

3

2π
sin 3x+ · · ·+ 2

nπ
sinnx.
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Khi n càng lớn, dãy các tổng riêng này xấp xỉ hàm số f(x) ban đầu càng tốt hơn.
Nhìn hình vẽ ta có thể nhận ra rằng Sn(x) → f(x) ngoại trừ điểm x = 0 và những
điểm x = nπ. Nói cách khác, S(x) = f(x) tại những điểm mà ở đó f(x) liên tục. Còn
tại những điểm gián đoạn x = nπ thì Sn(x) → 1

2
.

Ngoài ra, khi thay giá trị x = π
2

vào ta được

S
(π

2

)

= 1 =
1

2
+

∞∑

n=1

2

(2n− 1)π
(−1)n ⇒

∞∑

n=1

(−1)n

2n− 1
=
π

4
.

Ví dụ 6.1 (Giữa kì, K61). Khai triển thành chuỗi Fourier các hàm số tuần hoàn với chu
kì 2π sau.

a) f(x) =







1, −π ≤ x < 0

−1, 0 ≤ x < π

b) f(x) =







−1, −π ≤ x < 0

1, 0 ≤ x < π

c) f(x) =







1, x ∈ [−π, π) \ {0}

0, x = 0

d) f(x) =







−1, x ∈ [−π, π) \ {0}

0, x = 0

6.3 Khai triển hàm số chẵn, hàm số lẻ

• Nếu f(x) là hàm số chẵn thì ak = 2
π

∫ π

0

f(x) cos kxdx và bk = 0, ∀k ∈ N.

• Nếu f(x) là hàm số lẻ thì bk = 2
π

∫ π

0

f(x) sin kxdx và ak = 0, ∀k ∈ N.

Ví dụ 6.2. Tìm chuỗi Fourier của hàm số tuần hoàn với chu kì 2π xác định như sau f(x) =
x với x ∈ [−π, π].

[Lời giải] Vì f(x) = x là một hàm số lẻ nên

an =
1

π

π∫

−π

f(x) cosnxdx = 0, n ≥ 0

bn =
2

π

π∫

0

x sinnxdx =
2

π

[

− x

n
cosnx

∣
∣
∣

π

0
+

π∫

0

cosnx

n
dx
]

= (−1)n+1 2

n
, (n ≥ 1)

Do đó,

f(x) = 2
∞∑

n=1

(−1)n+1

n
sinnx.
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Ví dụ 6.3. Khai triển Fourier hàm số f(x) tuần hoàn với chu kì 2π và bằng 1 − x2

π2 trên
[−π, π].

[Lời giải] Ta có f(x) là hàm số chẵn nên bn = 0 với mọi n.

a0 =
1

π

π∫

−π

(

1− x2

π2

)

dx =
4

3
.

an =
1

π

π∫

−π

(

1− x2

π2

)

cosnxdx = (−1)n+1 4

n2π2
.

Do f(x) là hàm số liên tục nên theo tiêu chuẩn Dirichlet, chuỗi Fourier của nó hội tụ đều
đến f(x) trên R,

f(x) = 1− x2

π2
=

2

3
− 4

π2

∞∑

n=1

(−1)n
cosnx

n2
. (1.25)

Hệ quả 6.1. Xuất phát từ công thức (1.25), hãy chứng minh các công thức Euler sau:

a)
∞∑

n=1

1
n2 = π2

6
, b)

∞∑

n=1

1
n4 = π4

90
.

Chứng minh. a) Lấy x = π trong công thức (1.25) ta được

0 =
2

3
− 4

π2

∞∑

n=1

1

n2
.

Suy ra
∞∑

n=1

1

n2
=
π2

6
.

b) Đẳng thức Parseval
1

π

π∫

−π

f 2(x)dx =
a20
2

+
∞∑

n=1

(a2n + b2n)

dẫn ta đến
1

π

π∫

−π

(

1− x2

π2

)2

dx =
8

9
+

∞∑

n=1

16

π4n4
.

Vì thế ∞∑

n=1

1

n4
=
π4

90
.

Hệ quả 6.2. Chứng minh các công thức sau
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a)
∞∑

n=1

(−1)n

n2 = −π2

12
, b)

∞∑

n=1

1
(2n−1)2

= π2

8
.

[Gợi ý]

a) Lấy x = 0 trong công thức (1.25) sẽ dẫn đến
∞∑

n=1

(−1)n

n2 = −π2

12
.

b)
∞∑

n=1

1
(2n−1)2

= 1
2

( ∞∑

n=1

1
n2 −

∞∑

n=1

(−1)n

n2

)

= 1
2

(
π2

6
+ π2

12

)

= π2

8
.

Bài tập 6.2. a) Khai triển Fourier hàm số f(x) lẻ, tuần hoàn với chu kì 2π xác định
như sau f(x) = π−x

2
với x ∈ [0, π].

b) Áp dụng, tính
∞∑

n=1

sinn
n

.

x

y

−π

−π
2

π

π
2

O

F (x) = π−x
2

(0 ≤ x ≤ π)

F (x) = −π−x
2

(−π < x < 0) F (0) = 0

b

[Đáp số]
π − x

2
=

∞∑

n=1

sinnx

n
.

Thay x = 1 trong công thức trên ta được

∞∑

n=1

sinn

n
=
π − 1

2
.

Bài tập 6.3. Khai triển thành chuỗi Fourier theo các hàm số cosine, theo các hàm số sine
của các hàm số sau

a) f(x) = 1− x, 0 ≤ x ≤ π.

b) f(x) = π + x, 0 ≤ x ≤ π.

c) f(x) = x(π − x), 0 < x < π.

d) f(x) =







1, 0 ≤ x ≤ π
2

0, π
2
< x ≤ π

.
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6.4 Khai triển hàm số tuần hoàn với chu kỳ bất kỳ
Nếu hàm số f(x) tuần hoàn với chu kì 2L, đơn điệu từng khúc và bị chặn trên [−L,L]

thì thực hiện phép đổi biến x′ = π
L
x ta có

f(x) = f

(
L

π
x′
)

= F (x′)

sẽ tuần hoàn với chu kì 2π. Áp dụng khai triển Fourier cho hàm số F (x′) ta có

f(x) =
a0
2

+
∞∑

n=0

(

an cosn
π

L
x+ bn sin

π

L
x
)

),

ở đó

a0 =
1

L

L∫

−L

f(x)dx, an =
1

L

L∫

−L

f(x) cosn
π

L
xdx, bn =

1

L

L∫

−L

f(x) sinn
π

L
xdx.

Ví dụ 6.4. Tìm khai triển Fourier của hàm số tuần hoàn với chu kì L = 2 xác định như
sau f(x) = |x| trong khoảng (−1, 1).

[Lời giải]

x

y

−1

1

1O

Chuỗi Fourier của hàm số f(x) là

S(x) =
1

2
−

∞∑

n=1

4

(2n− 1)2π2
cos[(2n− 1)πx].

Vì f(x) = |x| là một hàm số liên tục với mọi x ∈ R nên

|x| = 1

2
−

∞∑

n=1

4

(2n− 1)2π2
cos[(2n− 1)πx].

Thay x = 0 ta được

0 =
1

2
−

∞∑

n=1

4

(2n− 1)2π2
⇒

∞∑

n=1

1

(2n− 1)2
=
π2

8
.
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6. Chuỗi Fourier 79

Ví dụ 6.5. Tìm khai triển Fourier của hàm số tuần hoàn với chu kì 2l xác định như sau
f(x) = x trong khoảng (a, a+ 2l).

[Lời giải] Vì tích phân của một hàm số tuần hoàn trên mỗi khoảng có độ dài bằng chu
kì đều bằng nhau, nên

a0 =
1

l

l∫

−l

f(x)dx =
1

l

a+2l∫

a

f(x)dx =
1

l

a+2l∫

a

xdx = 2(a+ l)

an =
1

l

a+2l∫

a

x cos
nπx

l
dx =

1

l

( xl

nπ
sin

nπx

l

∣
∣
∣

a+2l

a
− l

nπ

a+2l∫

a

sin
nπx

l
dx
)

=
1

l

(2l2

nπ
sin

πna

l
+

l2

n2π2
cos

nπx

l

∣
∣
∣

a+2l

a

)

=
2l

nπ
sin

πna

l
, n ≥ 1

bn =
1

l

a+2l∫

a

x sin
nπx

l
dx =

1

l

(−xl
nπ

cos
nπx

l

∣
∣
∣

a+2l

a
+

l

nπ

a+2l∫

a

cos
nπx

l
dx
)

=
−2l

nπ
cos

πna

l
, n ≥ 1

Do đó, nếu x 6= a+ 2nl,

f(x) =(a+ l) +
2l

π

∞∑

n=1

1

n

(

sin
nπa

l
cos

nπx

l
− cos

nπa

l
sin

nπx

l

)

=a+ l +
2l

π

∞∑

n=1

1

n
sin

nπ

l
(a− x)

Ví dụ 6.6. Cho hàm số f(x) tuần hoàn với chu kì 2L = 10 xác định như sau:

f(x) =







0, −5 < x < 0,

3, 0 < x < 5.

a) Hãy tìm các hệ số Fourier và viết chuỗi Fourier của hàm số của f(x).

b) Giá trị của hàm f(x) tại x = −5, x = 0 và x = 5 phải bằng bao nhiêu để chuỗi Fourier
của nó hội tụ về f(x) trong khoảng [−5, 5].
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x

y

−5 5

3

O

F (x) = 3 (0 < x < 5)

F (x) = 0 (−5 < x < 0)
F (0) = 3

2

b bb F (5) = 3
2

F (−5) = 3
2

[Gợi ý] Chuỗi Fourier tương ứng là

3

2
+

∞∑

n=1

3(1− cosnπ)

nπ
sin

nπx

5
.

Vì hàm số f(x) thỏa mãn các điều kiện của Định lý Dirichlet nên chuỗi Fourier của nó hội
tụ tới f(x) tại những điểm liên tục của nó và bằng f(x+0)−f(x−0)

2
tại những điểm gián đoạn.

Tại những điểm x = −5, x = 0 và x = 5 là những điểm gián đoạn, chuỗi Fourier của nó hội
tụ tới 3+0

2
= 3

2
. Do đó, nếu ta định nghĩa hàm số như sau

f(x) =







3
2
, x = −5,

0, −5 < x < 0,

3
2
, x = 0

3, 0 < x < 5,

3
2
, x = 5

thì chuỗi Fourier của nó sẽ hội tụ đến f(x) với x ∈ [−5, 5].

Bài tập 6.4. Khai triển Fourier hàm số f(x) = x2,−2 ≤ x ≤ 2 tuần hoàn với chu kì 2L = 4.

6.5 Khai triển chuỗi Fourier hàm số trên đoạn [a, b] bất
kì

Cho hàm số f(x) đơn điệu từng khúc và bị chặn trên [a, b]. Muốn khai triển hàm số f(x)
thành chuỗi Fourier thì ta làm như sau:

• Xây dựng hàm số g(x) tuần hoàn với chu kì ≥ (b− a) sao cho g(x) = f(x) trên [a, b].
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6. Chuỗi Fourier 81

• Khai triển hàm g(x) thành chuỗi Fourier thì tổng của chuỗi bằng f(x) tại x ∈ [a, b]

(có thể trừ những điểm gián đoạn của f(x)).

Vì hàm g(x) không duy nhất nên có nhiều chuỗi Fourier biểu diễn hàm số f(x), nói
riêng

• nếu g(x) chẵn thì chuỗi Fourier của nó chỉ gồm những hàm số cosine,

• nếu g(x) lẻ thì chuỗi Fourier của nó chỉ gồm những hàm số sine.

Ví dụ 6.7. Khai triển hàm số f(x) = x, 0 < x < 2 dưới dạng chuỗi Fourier của các hàm
sine và dưới dạng chuỗi Fourier của các hàm cosine.

Để khai triển f(x) thành chuỗi Fourier của các hàm cosine, ta xây dựng một hàm số
chẵn, tuần hoàn với chu kì bằng 2L = 4 và g(x) = x nếu 0 < x < 2.

x

y

O 2−2

2
g(x) =







x, nếu 0 < x < 2

−x, nếu − 2 ≤ x ≤ 0.

Ta có, bn = 0, n ≥ 1 và

a0 =

2∫

0

xdx = 2;

an =

2∫

0

x cos
nπx

2
dx =

2x

nπ
sin

nπx

2

∣
∣
∣

2

0
− 2

nπ

2∫

0

sin
nπx

2
dx

=
4

n2π2
(cosnπ − 1) =







0 nếu n là chẵn

− 8

n2π2
nếu n là lẻ

Do đó, với 0 < x < 2,

f(x) = 1− 8

π2

∞∑

n=0

1

(2n+ 1)2
cos

(2n+ 1)πx

2
.

Để khai triên f(x) thành chuỗi Fourier của các hàm sine, ta xây dựng một hàm số lẻ,
tuần hoàn với chu kì bằng 2L = 4 và g(x) = x nếu 0 < x < 2.
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x

y

O

2

−2

−2

2 g(x) =







x, nếu 0 < x < 2

x, nếu − 2 ≤ x ≤ 0.

Ta có, an = 0, n ≥ 0, và

bn =

2∫

0

x sin
nπx

2
dx = − 2x

nπ
cos

nπx

2

∣
∣
∣

2

0
+

2

nπ

2∫

0

cos
nπx

2
dx

= − 4

nπ
cosnπ = 4

(−1)n+1

nπ

Do đó, với 0 < x < 2,

f(x) =
4

π

∞∑

n=1

(−1)n+1

n
sin

nπx

2
.

6.6 Bài tập ôn tập
Bài tập 6.5. Tìm khai triển Fourier của các hàm số sau

a) f(x) là tuần hoàn với chu kì T = 2π và f(x) = |x| trong khoảng [−π, π].
b) f(x) là tuần hoàn với chu kì T = 2π, và f(x) =

π − x

2
trong khoảng (0, 2π).

c) f(x) là tuần hoàn với chu kì T = 2π và f(x) = sin ax trong khoảng (−π, π), a 6= Z.

[Gợi ý]

a) f(x) =
π

2
− 4

π

∞∑

n=0

cos(2n+ 1)x

(2n+ 1)2
, ∀x ∈ [−π, π].

b) f(x) =
∞∑

n=1

sinnx

n
, ∀x ∈ (0, 2π).

c) f(x) =
2 sin aπ

π

∞∑

n=1

(−1)nn

a2 − n2
sinnx, ∀x ∈ (−π, π).

Bài tập 6.6. Khai triển các hàm số sau dưới dạng chuỗi Fourier của các hàm số cosine và
sine.
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a) f(x) =







0 nếu 0 ≤ x ≤ h

1 nếu h < x ≤ π

trong khoảng [0, π].

b) f(x) =







x nếu 0 ≤ x ≤ 1

1 nếu 1 < x < 2

3− x nếu 2 ≤ x ≤ 3

trong khoảng (0, 3).

[Gợi ý]

a) f(x) =
2

π

∞∑

n=1

cos(nh) + (−1)n+1

n
sinnx và f(x) =

π − h

π
− 2

π

∞∑

n=1

sin(nh)

n
cosnx

b) f(x) =
2

3
+

3

π

∞∑

n=1

1

n2

(

cos
2nπ

3
− 1
)

cos
2nπx

3
và

f(x) =
9

π2

∞∑

n=1

1

n2

(

sin
nπ

3
+ sin

2nπ

3

)

sin
2nπx

3

Bài tập 6.7. Chứng minh rằng với 0 ≤ x ≤ π,

a) x(π − x) = π2

6
−
(
cos 2x
12

+ cos 4x
22

+ cos 6x
32

+ · · ·
)
.

b) x(π − x) = 8
π

(
sinx
13

+ sin 3x
33

+ sin 5x
53

+ · · ·
)
.

[Gợi ý] Tìm khai triển hàm số f(x) = x(π − x) dưới dạng chuỗi Fourier của các hàm số
cosine và sine tương ứng.

Bài tập 6.8. Sử dụng kết quả của Bài tập 6.7, chứng minh rằng

a)
∞∑

n=1

1
n2 = π2

6
b)

∞∑

n=1

(−1)n−1

n2 = π2

12
c)

∞∑

n=1

(−1)n−1

(2n−1)3
= π3

32

Bài tập 6.9. Sử dụng kết quả của Bài tập 6.7, và đẳng thức Parseval chứng minh rằng

a)
∞∑

n=1

1
n4 = π4

90
, b)

∞∑

n=1

1
n6 = π6

945
.

Bài tập 6.10. Sử dụng kết quả của Bài tập 6.9 chứng minh rằng

a)
∞∑

n=1

1
(2n−1)4

= π4

96
, b)

∞∑

n=1

1
(2n−1)6

= π6

960
.

Bài tập 6.11. Khai triển hàm số f(x) = sin x, 0 < x < π dưới dạng chuỗi Fourier của hàm
cosine.
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[Đáp số] 2
π
− 4

π

(
cos 2x
22−1

+ cos 4x
42−1

+ cos 6x
62−1

+ · · ·
)
= 2

π
− 4

π

∞∑

n=1

cos 2nx
(2n)2−1

.

Bài tập 6.12. Áp dụng kết quả của Bài tập 6.11, chứng minh rằng

∞∑

n=1

1

(2n− 1)2(2n+ 1)2
=

1

12.32
+

1

32.52
+

1

52.72
+ · · · = π2 − 8

16
.

Bài tập 6.13. Khai triển hàm số f(x) = cos x, 0 < x < π dưới dạng chuỗi Fourier của hàm
sine.

[Đáp số] S(x) = 8
π

∞∑

n=1

n sin 2nx
4n2−1

. Giải thích tại sao

f(0) = cos 0 = 1 6= S(0) = 0.

[Gợi ý] Muốn khai triển hàm số f(x) = cos x thành chuỗi Fourier của hàm số sine ta phải
mở rộng thành hàm số g(x) lẻ, tuần hoàn chu kì 2π, thỏa mãn g(x) = cos x, 0 < x < π.

x

y

O
π
2

π

−π −π
2

1

−1

S(0) = g(0+)+g(0−)
2

= 0

b

g(x) =







cos x, 0 < x < π,

− cos x, −π < x < 0.

Bài tập 6.14. Khai triển Fourier các hàm số sau

a) f(x) = |x|, |x| < 1,

b) f(x) = 2x, 0 < x < 1,

c) f(x) = 10− x, 5 < x < 15.

Bài tập 6.15. Cho f(x) = x2 trên [−π, π]. Hãy khai triển Fourier của hàm f(x), sau đó
tính tổng các chuỗi số

a)
∞∑

n=1

(−1)n

n2 , b)
∞∑

n=1

1
n2 .
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CHƯƠNG 2
PHƯƠNG TRÌNH VI PHÂN (11 LT + 12 BT)

Để miêu tả các quá trình trong tự nhiên, người ta thường diễn đạt chúng dưới các dạng
các mô hình toán học, cho dù là dưới dạng trực giác hay là dưới dạng các định luật vật lý
dựa trên các nghiên cứu thực nghiệm. Các mô hình toán học này thường được biểu diễn
dưới dạng các phương trình vi phân, các phương trình chứa một ẩn hàm và các đạo hàm
của nó. Điều này có lẽ không gây ngạc nhiên, bởi vì trong thực tế chúng ta thường bắt gặp
rất nhiều các quá trình có "sự thay đổi", mà sự thay đổi giá trị của một đại lượng nào đó
tại một thời điểm t thì chính là đạo hàm của đại lượng đó tại t. Chẳng hạn như, các bạn
đều đã biết, vận tốc chính là đạo hàm của hàm khoảng cách, và gia tốc thì chính là đạo
hàm của hàm vận tốc. Ngoài ra, chúng ta cũng muốn dự báo giá trị tương lai dựa trên sự
thay đổi của các giá trị hiện tại. Có lẽ chúng ta sẽ bắt đầu bằng một vài ví dụ đơn giản
dưới đây.

Mô hình tăng trưởng dân số.
Một mô hình (đơn giản nhất) cho sự tăng trưởng dân số là dựa vào giả thiết rằng dân

số tăng với tốc độ tỉ lệ với độ lớn của nó. Tất nhiên, giả thiết này chỉ đạt được với điều kiện
lý tưởng, đó là môi trường sống thuận lợi, đầy đủ thức ăn, không có dịch bệnh, ... Trong
mô hình này,

t = thời gian (biến độc lập)
P = Số lượng cá thể (biến phụ thuộc)
Tốc độ tăng trưởng dân số chính là đạo hàm của P theo t, dP/dt. Do đó, giả thiết rằng

dân số tăng với tốc độ tỉ lệ với độ lớn của nó có thể được viết dưới dạng phương trình sau
đây

dP

dt
= kP (2.1)

ở đó k là tỉ lệ tăng dân số, là một hằng số. Phương trình 2.1 là phương trình dạng đơn giản
nhất cho mô hình tăng trưởng dân số. Nó là một phương trình vi phân vì nó chứa một ẩn
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86 Chương 2. Phương trình vi phân (11 LT + 12 BT)

hàm P và đạo hàm của nó dP/dt.

Ví dụ 0.1. Theo số liệu tại www.census.gov vào giữa năm 1999 số dân toàn thế giới đạt tới
6 tỉ người và đang tăng thêm khoảng 212 ngàn người mỗi ngày. Giả sử là mức tăng dân số
tự nhiên tiếp tục với tỷ lệ này, hỏi rằng:

(a) Tỷ lệ tăng k hàng năm là bao nhiêu?

(b) Vào giữa thế kỉ 21, dân số toàn thế giới sẽ là bao nhiêu?

(c) Hỏi sau bao lâu số dân toàn thế giới sẽ tăng gấp 10 lần–nghĩa là đạt tới 60 tỉ mà các
nhà nhân khẩu học tin là mức tối đa mà hành tinh của chúng ta có thể cung cấp đầy
đủ lương thực?

Mô hình cho sự chuyển động của lò xo

m

m

0

x

vị trí
cân bằng

Bây giờ chúng ta chuyển sang một ví dụ về một mô hình xuất hiện trong vật lý. Chúng
ta xét sự chuyển động của một vật thể có khối lượng m được gắn vào một lò xo thẳng đứng
(xem hình vẽ trên). Theo Định luật Hooke, nếu lò xo được kéo dãn (hay nén lại) x-đơn vị
khỏi vị trí cân bằng của nó thì sẽ xuất hiện một phản lực mà tỉ lệ với x:

phản lực = −kx

ở đó k là một hằng số dương (được gọi là hằng số lò xo). Nếu chúng ta bỏ qua mọi ngoại
lực, thì theo Định luật 2 của Newton (lực bằng khối lượng nhân với gia tốc), ta có

d2x

dt2
= −kx (2.2)

Đây là một ví dụ về một dạng phương trình vi phân cấp hai, vì nó chứa đạo hàm cấp hai
của ẩn hàm. Hãy xem chúng ta có thể dự đoán nghiệm của phương trình đã cho như thế
nào. Trước hết, phương trình 2.2 có thể được viết dưới dạng sau

d2x

dt2
= − k

m
x,
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1. Các khái niệm mở đầu 87

nghĩa là đạo hàm cấp hai của x tỉ lệ với x nhưng có dấu ngược lại. Chúng ta đã biết hai
hàm số có tính chất này ở phổ thông, đó là các hàm số sine và cosine. Thực tế, mọi nghiệm
của phương trình 2.2 đều có thể viết dưới dạng tổ hợp của các hàm số sine và cosine. Điều
này có lẽ cũng không gây ngạc nhiên, bởi vì chúng ta dự đoán rằng vật thể này sẽ dao động
xung quanh điểm cân bằng của lò xo, cho nên sẽ thật hợp lý nếu nghiệm của nó có chứa
các hàm lượng giác.

Ví dụ 0.2. Chứng minh rằng với mọi C1, C2 ∈ R, các hàm số sau đây đều là nghiệm của
phương trình 2.2:

x(t) = C1 cos

√

k

m
+ C2 sin

√

k

m
.

§1. CÁC KHÁI NIỆM MỞ ĐẦU

• Phương trình vi phân (viết tắt: PTVP) là những phương trình có dạng

F (x, y, y′, y′′, . . . , y(n)) = 0,

trong đó x là biến số độc lập, y = y(x) là hàm số phải tìm, y′, y′′, . . . , y(n) là các đạo
hàm của nó.

• Nghiệm của PTVP: là hàm số y = y(x) thỏa mãn phương trình trên.

• Giải PTVP: là tìm tất cả các nghiệm của nó.

• Cấp của PTVP: là cấp cao nhất của đạo hàm của y có mặt trong phương trình.

• PTVP tuyến tính là những phương trình mà hàm số F là hàm bậc nhất đối với các
biến y, y′, . . . , y(n). Dạng tổng quát của PTVP tuyến tính cấp n là:

y(n) + a1(x)y
(n−1)(x) + · · ·+ an−1(x)y

′ + an(x)y = f(x),

trong đó a1(x), · · · , an(x) là những hàm số cho trước.

Ví dụ 1.1. Giải các PTVP sau a) y′ = sin x b) y′ = ln x c) y′′ = xex.

Ví dụ 1.2. Chứng minh rằng mọi hàm số trong họ các hàm số sau đây

y =
1 + cet

1− cet

đều là một nghiệm của PTVP y′ = 1
2
(y2 − 1).
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88 Chương 2. Phương trình vi phân (11 LT + 12 BT)

§2. PHƯƠNG TRÌNH VI PHÂN CẤP MỘT

2.1 Đại cương về phương trình vi phân cấp một
Xét bài toán giá trị ban đầu (Cauchy)







y′ = f(x, y),

y(x0) = y0.

(2.3)

Định lý 2.1 (Sự tồn tại duy nhất nghiệm). Giả thiết

• f(x, y) liên tục trên miền D ⊂ R
2,

• (x0, y0) ∈ D.

Khi đó

• trong lân cận Uǫ(x0) nào đó của x0 tồn tại ít nhất một nghiệm y = y(x) của phương
trình y′ = f(x, y) thỏa mãn y(x0) = y0.

• Ngoài ra, nếu ∂f
∂y
(x, y) liên tục trên D thì nghiệm trên là duy nhất.

Chú ý 2.1.

• Vi phạm điều kiện ∂f
∂y
(x, y) liên tục trên D có thể phá vỡ tính duy nhất nghiệm của

bài toán. Ví dụ, y′ = 2
√
y, y(0) = 0.

• Vi phạm giả thiết f(x, y) liên tục trên D có thể làm bài toán vô nghiệm. Ví dụ,
y′ = 2y

x
, y(0) = 1.

Định nghĩa 2.1. Xét PTVP cấp một tổng quát

y′ = f(x, y). (2.4)

1. Nghiệm tổng quát của phương trình là họ các hàm số y = ϕ(x, C) thỏa mãn:

• với mỗi C, ϕ(x, C) là một nghiệm của phương trình (2.4),

• ∀x0, y0 ∈ D, ∃C = C0: ϕ(x, C0) là nghiệm của bài toán Cauchy (2.3).

Khi đó ϕ(x, C0) được gọi là một nghiệm riêng.

2. Nghiệm kì dị là nghiệm không nằm trong họ nghiệm tổng quát.

3. Tích phân tổng quát là nghiệm tổng quát được cho dưới dạng hàm ẩn φ(x, y, C) = 0.
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2. Phương trình vi phân cấp một 89

4. Khi cho C = C0 cụ thể ta có tích phân riêng φ(x, y, C) = 0.

Ví dụ 2.1. Xét phương trình
y′ = 2

√
y, y ≥ 0.

Giả sử y 6= 0, chia hai vế của phương trình cho 2
√
y ta được

(
√
y)′ = 1,

do đó√y = x+ C. Như vậy trong miền

G =







−∞ < x < +∞,

0 < y < +∞

phương trình có nghiệm tổng quát là y = (x + C)2, x > −C. Thật vậy, trong miền G hàm
f(x, y) = 2

√
y liên tục và có đạo hàm riêng ∂f

∂y
= 1√

y
cũng liên tục. Ngoài ra, phương trình

còn có một nghiệm y(x) = 0. Nghiệm này là nghiệm kì dị.

Ví dụ 2.2. Tìm nghiệm (hoặc tích phân) tổng quát của các PTVP

a) y′ = sin x, b) y′ = ln x, c) y′ = xex.

2.2 Các phương trình khuyết
Chúng ta trước hết xét một lớp các PTVP cấp một đơn giản nhất, đó là các phương

trình khuyết, i.e., khi phương trình không có sự xuất hiện của y hoặc x.

1. Phương trình khuyết y: là những phương trình có dạng F (x, y′) = 0.

• Nếu giải được y′ = f(x) thì y =

∫

f(x)dx.

• Nếu giải được x = f(y′) thì đặt y′ = t ta có







x = f(t)

y =

∫

tf ′(t)dt.

Đây chính là tích phân tổng quát của phương trình được cho dưới dạng tham số.

• Nếu giải được







x = f(t)

y′ = g(t)

thì ta có y′ = dy
dx

= dy
f ′(t)dt

= g(t). Do đó







x = f(t)

y =

∫

g(t)f ′(t)dt.

Đây chính là tích phân tổng quát của phương trình được cho dưới dạng tham số.
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90 Chương 2. Phương trình vi phân (11 LT + 12 BT)

2. Phương trình khuyết x: là những phương trình có dạng F (y, y′) = 0.

• Nếu giải được y′ = f(y) thì ta có dy
dx

= f(y) ⇒ x =

∫

1
f(y)

dy.

• Nếu giải được y = f(y′), đặt y′ = t thì







x =

∫

f ′(t)
t
dt

y = f(t).

• Nếu giải được dưới dạng tham số







y = f(t),

y′ = g(t)

thì x =

∫

f ′(t)
g(t)

dt.

Ví dụ 2.3. Giải các PTVP sau a) x = y′2 − y′ + 2 b) y2 + y′2 = 4.

2.3 Phương trình vi phân với biến số phân ly
Định nghĩa 2.2. Phương trình có dạng f(y)dy = g(x)dx hay y′ = g(x)

f(y)
được gọi là PTVP

với biến số phân ly.

Sở dĩ phương trình như trên được gọi là PTVP với biến số phân ly, vì nó được tách thành
hai vế, một vế chỉ chứa x, và một vế chỉ chứa y.

Cách giải: tích phân hai vế của phương trình trên ta được
∫

f(y)dy =

∫

g(x)dx⇒ F (y) = G(x) + C.

Ví dụ 2.4 (Giữa kì, K61). Giải các PTVP

a) 1 + x+ xy′y = 0, b) 1 + x− xy′y = 0

Bài tập 2.1. Giải các PTVP sau

a) tan ydx− x ln xdy = 0,

b) y′ cos y = y,

c) 4+y2√
x2+4x+13

= 3y+2
x+1

y′,

d) y′ = a cos y + b (b > a > 0),

e) y′ − y2 − 3y + 4 = 0,

f) y′(2x+ y) = 1,

g) y′ = sin(y − x− 1),

h) y′ = x−y−1
x−y−2

,

i) x2(y3 + 5)dx+ (x3 + 5)y2dy = 0, y(0) = 1,

j) xydx+ (1 + y2)
√
1 + x2dy = 0, y(

√
8) = 1.
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2. Phương trình vi phân cấp một 91

2.4 Phương trình vi phân đẳng cấp
Định nghĩa 2.3. Phương trình có dạng y′ = F

(
y
x

)
được gọi là phương trình đẳng cấp.

Cách giải: Đặt v = y
x

ta có y′ = v + xv′. Thay vào phương trình ta được PTVP với biến số
phân ly

dx

x
=

dv

F (v)− v
.

Bài tập 2.2. Giải các PTVP

a) y′ = y
x
+ x

y
+ 1,

b) xy′ = x sin y
x
+ y,

c) x2y′ + y2 + xy + x2 = 0,

d) (x+ 2y)dx− xdy = 0,

e) xydy − y2dx = (x+ y)2e−
y
xdx,

f) (x− 2y + 3)dy + (2x+ y − 1)dx = 0,

g) xy′ = y ln y
x
, y(1) = 1,

h) (
√
xy − x)dy + ydx = 0, y(1) = 1.

2.5 Phương trình đưa được về phương trình đẳng cấp
Xét phương trình

y′ = f

(
a1x+ b1y + c1
a2x+ b2y + c2

)

(2.5)

Nhận xét rằng nếu c1 = c2 = 0 thì (2.5) là phương trình đẳng cấp. Nếu một trong hai số
c1, c2 khác 0 thì ta sẽ tìm cách đưa (2.5) về dạng đẳng cấp.

1. Nếu định thức

∣
∣
∣
∣
∣
∣

a1 b1

a2 b2

∣
∣
∣
∣
∣
∣

6= 0 thì áp dụng phép đổi biến số







x = u+ α

y = v + β

trong đó u, v

là các biến số mới, α, β là các tham số cần tìm để phương trình mới thu được là đẳng
cấp. Thay vào (2.5) ta được

dv

du
=
dv

dy

dy

dx

dx

du
=
dy

dx
= f

(
a1u+ b1v + a1α + b1β + c1
a2u+ b2v + a2α + b2β + c2

)

. (2.6)

Để (2.6) là đẳng cấp thì ta chọn α, β sao cho






a1α + b1β + c1 = 0

a2α + b2β + c2 = 0.

(2.7)

Phương trình (2.7) có nghiệm duy nhất vì định thức Crame của hệ

∣
∣
∣
∣
∣
∣

a1 b1

a2 b2

∣
∣
∣
∣
∣
∣

khác 0.
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92 Chương 2. Phương trình vi phân (11 LT + 12 BT)

2. Nếu định thức

∣
∣
∣
∣
∣
∣

a1 b1

a2 b2

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= 0 thì a1
a2

= b1
b2

= λ. Do đó phương trình (2.5) có dạng

y′ = f

(
(a1x+ b1y) + c1
λ(a1x+ b1y) + c2

)

= ϕ(a1x+ b1y). (2.8)

Đặt z = a1x+ b1y thì z′ = a1 + b1y
′, sẽ dẫn đến phương trình phân ly dạng

dz

dx
= a1 + b1ϕ(z).

2.6 Phương trình vi phân tuyến tính
Định nghĩa 2.4. Phương trình có dạng

y′ + p(x)y = q(x) (2.9)

được gọi là PTVP tuyến tính cấp một.

Có ba cách giải PTVP tuyến tính cấp một: phương pháp thừa số tích phân - phương
pháp công thức nghiệm tổng quát - phương pháp biến thiên hằng số

Phương pháp thừa số tích phân

Chúng ta hãy xuất phát từ một ví dụ đơn giản sau:

Ví dụ 2.5. Giải PTVP
y′ +

1

x
y = 2. (2.10)

[Lời giải] Nhân cả hai vế của phương trình trên với x ta được xy′ + y = 2x. Phương trình
này có thể được viết lại dưới dạng

(xy)′ = 2x.

Do đó, tích phân cả hai vế của phương trình trên dẫn đến tích phân tổng quát

xy = x2 + C.

Một cách tổng quát, mọi PTVP tuyến tính cấp một đều có thể giải một cách tương tự như
trên bằng cách nhân cả hai vế của (2.9) với một đại lượng thích hợp ρ(x), được gọi là thừa
số tích phân.

• Tìm hàm số ρ(x) sao cho vế trái của phương trình (2.9) sẽ trở thành đạo hàm của
ρ(x).y(x), nghĩa là

ρ(x)(y′(x) + py(x)) = (ρ(x)y(x))′.

Giải phương trình này, tính được thừa số tích phân ρ(x) = e

∫
p(x)dx

.
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2. Phương trình vi phân cấp một 93

• Nhân hai vế của phương trình (2.9) với ρ(x), phương trình trở thành

d

dx
(ρ(x)y(x)) = ρ(x)q(x).

• Tích phân hai vế phương trình này ta được ρ(x)y(x) =
∫

ρ(x)q(x)dx+ C.

Ví dụ 2.6. Giải PTVP y′ + 3x2y = 6x2.

Chứng minh. Một thừa số tích phân của phương trình trên là

I(x) = e

∫
3x2dx

= ex
3

Nhân cả 2 vế của phương trình trên với ex3, ta được

ex
3

y′ + 3x2ex
3

y = 6x2ex
3

hay là
d

dx
(ex

2

y) = 6x2ex
3

.

Tích phân hai vế của phương trình này dẫn đến

ex
2

y =

∫

6x2ex
3

dx = 2ex
3

+ C,

hay là
y = 2 + Ce−x

3

.

Ví dụ 2.7. Giải các PTVP a) y′ − 2xy = 1− 2x2 b) y′ = 1
x
(2y + xex − 2ex).

Phương pháp biến thiên hằng số

• Giải PTVP tuyến tính cấp một thuần nhất y′ + p(x)y = 0 để được nghiệm tổng quát

là y = Ce
−

∫
p(x)dx

.

• Cho hằng số C biến thiên, i.e., C = C(x) phụ thuộc vào x để được y = C(x)e
−

∫
p(x)dx

.

• Thay vào phương trình y′ + p(x)y = q(x) và giải ra

C(x) =

∫

q(x)e

∫
p(x)dx

dx+ C0.

Bài tập 2.3. Giải các PTVP
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94 Chương 2. Phương trình vi phân (11 LT + 12 BT)

a) y′ − 2xy = 1− 2x2,

b) y′ = 1
x
(2y + xex − 2ex),

c) y′ + y cos x = sin x cos x, y(0) = 0,

d) y′
√
1− x2 + y = arcsin x, y(0) = 0.

Công thức nghiệm tổng quát

Định lý 2.2 (Công thức nghiệm tổng quát). Nếu các hàm p(x), q(x) liên tục trong một
khoảng mở I nào đó chứa điểm x0 thì phương trình

y′ + p(x)y = q(x)

có NTQ là

y(x) = y(x) = e
−

∫
p(x)dx

[
∫

q(x)e

∫
p(x)dx

dx+ C

]

.

Nói riêng, bài toán giá trị ban đầu

y′ + p(x)y = q(x), y(x0) = y0

có nghiệm duy nhất y(x) trên I được cho bởi công thức

y(x) = e
−

∫ x

x0

p(t)dt





x∫

x0

q(t)e

∫ t

x0

p(s)ds

dt+ y0.





Bài tập 2.4. Giải các PTVP

a) x(1 + x2)y′ + y = arctan x,

b) y′(x+ y2) = y,

c) (2xy + 3)dy − y2dx = 0,

d) (1 + y2)dx = (−x+ arctan y)dy.

2.7 Phương trình Bernoulli
Trong mục này, chúng ta xét một lớp các phương trình có thể đưa được về PTVP tuyến

tính, đó là phương trình Bernoulli.

Định nghĩa 2.1. Phương trình có dạng y′ + p(x)y = q(x)yα, 0 6= α 6= 1 được gọi là phương
trình Bernoulli.

Cách giải: Đặt v = y1−α để đưa về PTVP tuyến tính

v′ + (1− α)p(x)v = (1− α)q(x).

Bài tập 2.5. Giải các PTVP
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2. Phương trình vi phân cấp một 95

a) y′ + xy
1−x2 = x

√
y,

b) y′ + y
x
= x2y4,

c) ydx+ (x+ x2y2)dy = 0,

d) y′ − 2y tan x+ y2 sin2 x = 0,

e) 3dy + (1 + 3y3)y sin xdx = 0, y(π/2) = 1,

f) (y2 + 2y + x2)y′ + 2x = 0, y(1) = 0.

2.8 Phương trình vi phân toàn phần
Định nghĩa 2.2. Phương trình P (x, y)dx+Q(x, y)dy = 0 được gọi là PTVP toàn phần nếu
tồn tại hàm u(x, y) sao cho du(x, y) = P (x, y)dx+Q(x, y).

Cách giải: Tích phân hai vế phương trình du(x, y) = 0 ta được tích phân tổng quát của
phương trình là

u(x, y) = C.

Định lý 2.3 (Tiêu chuẩn kiểm tra PTVP toàn phần). Phương trình P (x, y)dx+Q(x, y)dy =

0 là toàn phần nếu và chỉ nếu P,Q cùng với các ĐHR của nó liên tục và ∂P
∂y

= ∂Q
∂x

. Hàm số
u(x, y) được tìm theo công thức

u(x, y) =

x∫

x0

P (x, y0)dx+

y∫

y0

Q(x, y)dy =

x∫

x0

P (x, y)dx+

y∫

y0

Q(x0, y)dy. (2.11)

Do đó, tích phân tổng quát của phương trình là
x∫

x0

P (t, y0)dt+

y∫

y0

Q(x, t)dt = C hoặc
x∫

x0

P (x, y)dx+

y∫

y0

Q(x0, y)dy = C.

Ví dụ 2.1. Giải PTVP (3x2 + 6xy2)dx+ (6x2y + 4y3)dy = 0.

[Lời giải]
Cách 1.

B1. Kiểm tra điều kiện để PTVP là toàn phần. Thật vậy,

∂P

∂y
=
∂Q

∂x
= 12xy

B2. Áp dụng công thức (2.11), chọn (x0, y0) = (0, 1), ta có

u(x, y) =

x∫

0

(3x2 + 6xy2)dx+

y∫

1

4y3dy = x3 + 3x2y2 + y4 − 1.

Vậy tích phân tổng quát của phương trình là

x3 + 3x2y2 + y4 = C.
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96 Chương 2. Phương trình vi phân (11 LT + 12 BT)

Có cách nào không cần nhớ công thức (2.11) mà vẫn giải được bài tập trên hay không?
Cách 2.

B1. Kiểm tra điều kiện để PTVP là toàn phần.

B2. Ta cần tìm hàm số u(x, y) sao cho du(x, y) = P (x, y)dx+Q(x, y)dy, nghĩa là

u′x = P (x, y) = 3x2 + 6xy2, u′y = 6x2y + 4y3.

Xuất phát từ phương trình u′x = P (x, y) = 3x2 + 6xy2 ta có

u(x, y) =

∫

(3x2 + 6xy2)dx = x3 + 3x2y2 + g(y).

Tiếp theo, phương trình u′y = 6x2y + 4y3 dẫn đến 6xy2 + g′(y) = 6x2y + 4y3, hay là
g′(y) = 4y3. Do đó, có thể chọn g(y) = y4 chẳng hạn.

Vậy tích phân tổng quát của phương trình là

u(x, y) = x3 + 3x2y2 + y4 = C.

Bài tập 2.6. Giải các PTVP

a) (x2 + y)dx+ (x− 2y)dy = 0,

b)
(
y + 2

x2

)
dx+

(

x− 3
y2

)

dy = 0,

c) (ex+y+sin y)dx+(ey+x+cos y)dy = 0,

d) eydx− (xey − 2y)dy = 0, y(1) = 0.

2.9 Thừa số tích phân
Xét PTVP P (x, y)dx +Q(x, y)dy = 0 với Q′

x 6= P ′
y. Phương trình này chưa phải là PTVP

toàn phần. Mục đích của chúng ta là biến đổi phương trình này về một PTVP toàn phần.

Định nghĩa 2.1 (Thừa số tích phân). Nếu có thể tìm được hàm số µ(x) 6= 0 (hoặc µ(y) 6=
0) sao cho phương trình µPdx + µQdy = 0 là PTVP toàn phần thì hàm số µ được gọi là
thừa số tích phân.

Khi đó, theo tiêu chuẩn kiểm tra PTVP toàn phần,

∂

∂x
(µQ) =

∂

∂y
(µP ).

Cách tìm thừa số tích phân: Không phải lúc nào cũng tìm được thừa số tích phân, mà
chỉ trong một số TH đặc biệt. Chẳng hạn như,
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2. Phương trình vi phân cấp một 97

• Nếu µ = µ(x) thì

∂

∂x
(µ(x)Q) = µ′(x)Q(x) + µ(x)Q′

x,
∂

∂y
(µ(x)P ) = µ(x)P ′

y

Phương trình
∂

∂x
(µQ) =

∂

∂y
(µP )

dẫn đến
µ′(x)Q(x) + µ(x)Q′

x = µ(x)P ′
y

hay là
µ′(x)

µ(x)
= −Q

′
x − P ′

y

Q

Do đó, nếu Q′

x−P ′

y

Q
= ϕ(x) thì µ(x) = e

−
∫
ϕ(x)dx

.

• Một cách tương tự, nếu Q′

x−P ′

y

P
= ψ(y) thì µ(y) = e

∫
ψ(y)dy

.

Ví dụ 2.2. Giải PTVP (x2 − y)dx+ (x2y2 + x)dy = 0.

[Lời giải] Ta có
Q′
x − P ′

y

Q
=

2(1 + xy2)

x(xy2 + 1)
=

2

x
.

Do đó

µ(x) = e
−2

∫
dx
x =

1

x2
.

Nhân hai vế của PT đã cho với 1
x2

ta được PTVP toàn phần
(

1− y

x2

)

dx+

(

y2 +
1

x

)

dy = 0.

Giải PT này ta được tích phân tổng quát là

3x2 + xy3 + 3y − Cx = 0.

Bài tập 2.7. Tìm thừa số tích phân và giải PTVP (x+ y2)dx− 2xydy = 0.

Bài tập 2.8. Tìm thừa số tích phân α(y) để phương trình sau là phương trình vi phân
toàn phần và giải phương trình đó với α tìm được

(2xy2 − 3y3)dx+ (y − 3xy2)dy

Bài tập 2.9. Tìm thừa số tích phân α(x) để phương trình sau là phương trình vi phân
toàn phần và giải phương trình đó với α tìm được

[
1

x+ y
− ln(x+ y)

]

dx+
1

x+ y
dy = 0.
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98 Chương 2. Phương trình vi phân (11 LT + 12 BT)

2.10 Bài tập ôn tập
Bài tập 2.10. Giải các phương trình sau

a) y′ =
√
4x+ 2y − 1,

b) (y2 − 3x2)dy + 2xydx = 0, y(0) = 1,

c) y′ − y−1√
1−x2 = 0,

d) y′ + y = e
x
2
√
y, y(0) = 9

4
.

Bài tập 2.11. Chứng minh rằng

a) y = x

∫ x

1

et
2
dt là nghiệm của phương trình xy′ − y = x2ex

2,

b) y = x+
∞∑

n=2

xn

n(n−1)
là nghiệm của phương trình (1− x)dy = (1 + x− y)dx.
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3. Phương trình vi phân cấp hai 99

§3. PHƯƠNG TRÌNH VI PHÂN CẤP HAI

3.1 Đại cương về phương trình vi phân cấp hai
Xét bài toán giá trị ban đầu (Cauchy)







y′′ = f(x, y, y′),

y(x0) = y0, y
′(x0) = y′0.

(2.12)

Định lý 3.1 (Sự tồn tại duy nhất nghiệm). Giả thiết

• f(x, y, y′), ∂f
∂y
f(x, y, y′), ∂f

∂y′
f(x, y, y′) liên tục trên D ⊂ R

3,

• (x0, y0, y
′
0) ∈ D.

Khi đó bài toán Cauchy (2.12) có nghiệm duy nhất trong D.

Định nghĩa 2.1 (Nghiệm tổng quát). Hàm y = ϕ(x, C1, C2) được gọi là NTQ của

y′′ = f(x, y, y′) (2.13)

nếu

• với mỗi C1, C2 thì ϕ(x, C1, C2) là một nghiệm của (2.13),

• ∀(x0, y0, y′0) ∈ D, tồn tại C0
1 , C

0
2 sao cho y = ϕ(x, C0

1 , C
0
2 ) là nghiệm của bài toán Cauchy

(2.12).

Định nghĩa 2.2 (Tích phân tổng quát). Phương trình φ(x, y, C1, C2) = 0 xác định nghiệm
tổng quát của phương trình (2.13) dưới dạng hàm ẩn được gọi là tích phân tổng quát. Với
C1 = C0

1 , C2 = C0
2 cụ thể, phương trình φ(x, y, C0

1 , C
0
2 ) = 0 được gọi là tích phân riêng.

Ví dụ 3.1. Giải PTVP y′′ = ex ta được NTQ của phương trình y = ex + C1x+ C2.

3.2 Các phương trình khuyết
Nguyên tắc chung để giải các phương trình vi phân cấp hai khuyết đó là đưa về PTVP

cấp một.

99



100 Chương 2. Phương trình vi phân (11 LT + 12 BT)

Phương trình khuyết y

Xét phương trình F (x, y′, y′′) = 0.

• Đặt y′ = u để đưa về PTVP cấp một F (x, u, u′) = 0.

• Giả sử giải phương trình này được NTQ u = ϕ(x, C).

• Giải PTVP cấp một y′ = ϕ(x, C).

Bài tập 3.1. Giải các PTVP

a) x = (y′′)2 + y′′ + 1,

b) y′′ = 1
x
,

c) y′′ = x+ sin x,

d) y′′ = ln x.

e) y′′ = arctan x,

f) xy′′ = x2 − x, y(0) = 0,

g) (1− x2)y′′ − xy′ = 2,

h) y′′ = y′ + x,

i) 2xy′y′′ = y′2 − 1,

j) xy′′ + xy′2 = y′, y(2) = 2, y′(2) = 1.

Phương trình khuyết x

Xét phương trình F (y, y′, y′′) = 0.

• Đặt u = y′ ⇔ u = dy
dx

ta có y′′ = du
dx

= udu
dy
. Phương trình đã cho được đưa về PTVP cấp

một F (y, u, udu
dy
) = 0, ở đó u là một hàm số đối với biến y.

• Giả sử giải phương trình này được NTQ u = ϕ(y, C).

• Giải PTVP cấp một y′ = ϕ(y, C) ta được nghiệm cần tìm.

Bài tập 3.2. Giải các PTVP

a) y′2 + 2yy′′ = 0,

b) yy′′ + y′2 = 1,

c) 2yy′′ = y′2 + 1,

d) y′2 + 2yy′′ = 0,

e) yy′′ + 1 = y′2,

f) yy′′ = y′2 − y′3.

g) y′′ + y′2 = 2e−y,

h) y′(1 + y′2) = y′′,

i) 1 + yy′′ + y′2 = 0, y(1) = 0, y′(1) = 1.
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3.3 Phương trình vi phân tuyến tính cấp hai
Định nghĩa 2.3 (Phương trình vi phân tuyến tính cấp hai). Phương trình vi phân
có dạng

y′′ + p(x)y′ + q(x) = f(x) (2.14)

được gọi là PTVP TT cấp hai không thuần nhất. Nếu f(x) = 0 thì phương trình vi phân có
dạng

y′′ + p(x)y′ + q(x) = 0 (2.15)

được gọi là PTVP TT cấp hai thuần nhất

Giải PTVP tuyến tính cấp hai thuần nhất

Trước hết ta có nhận xét đơn giản sau.

Định lý 3.2. Nếu y1(x), y2(x) là các nghiệm của (2.15) trong khoảng (a, b) thì hàm số

y = C1y1(x) + C2y2(x)

cũng là một nghiệm của phương trình (2.15) trong khoảng (a, b), ở đó C1, C2 là các hằng số
bất kì.

Hai Định lý 3.5 và 3.6 sau đây nói rằng NTQ của phương trình (2.15) có dạng

y = C1y1(x) + C2y2(x)

với điều kiện là y1(x) và y2(x) là các nghiệm ĐLTT.

Hệ nghiệm cơ bản - Độc lập tuyến tính - Phụ thuộc tuyến tính

Các khái niệm véctơ độc lập tuyến tính (ĐLTT), phụ thuộc tuyến tính (PTTT) đã được
giới thiệu ở môn Đại số. Cụ thể:

Định nghĩa 2.1. Các hàm số y1(x), y2(x) được gọi là PTTT nếu tồn tại các hằng số α1, α2

không đồng thời bằng 0 sao cho

α1y1(x) + α2y2(x) = 0 trên (a, b). (2.16)

Các hàm số y1(x), y2(x) được gọi là ĐLTT trên (a, b) nếu nó không PTTT. Nói cách khác, hệ
thức (2.16) chỉ xảy ra nếu α1 = α2 = 0.

Chú ý 2.1. Nếu y1(x), y2(x) là PTTT, không mất tính tổng quát, ta giả sử α1 trong hệ thức
(2.16) là khác 0. Khi đó y1(x) = −α2

α1
y2(x). Nói cách khác y1(x)

y2(x)
= −α2

α1
là hằng số trên (a, b).

Ngược lại, nếu y1(x)
y2(x)

không phải là hằng số trên (a, b) thì y1(x) và y2(x) là ĐLTT.
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Các Định lý sau đây sẽ cho phép chúng ta kiểm tra được khi nào hai nghiệm của phương
trình (2.15) là ĐLTT.

Định lý 3.3. Nếu y1(x), y2(x) là PTTT trên (a, b) thì định thức Wronsky của chúng

W (y1, y2)(x) =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

y1 y2

y′1 y′2

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= 0

trên (a, b).

Chứng minh. Nếu y1(x), y2(x) là PTTT trên (a, b) thì giả sử y1(x) = αy2(x). Khi đó dễ dàng
tính được định thức Wronsky của chúng bằng 0.

Để đơn giản về mặt kí hiệu, nếu y1, y2 đã rõ ràng thì ta kí hiệu W (x) := W (y1, y2)(x).

Hệ quả 3.1. Nếu W (y1, y2)(x) =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

y1 y2

y′1 y′2

∣
∣
∣
∣
∣
∣

6= 0 tại x0 nào đó thuộc (a, b) thì y1, y2 là ĐLTT.

Chú ý 2.1. Chú ý rằng điều ngược lại của Định lý 3.3 là không đúng. Chẳng hạn như các
hàm số

f(x) =







x2, nếu x ≥ 0,

0, nếu x ≤ 0

và g(x) =







0, nếu x ≥ 0,

x2, nếu x ≤ 0

có W (f, g) = 0 trên (−∞,+∞), tuy nhiên f, g là ĐLTT. Tuy nhiên, nếu có thêm điều kiện
y1 và y2 là các nghiệm của PT (2.17) thì điều ngược lại của Định lý 3.3 vẫn đúng. Đó chính
là nội dung của Định lý sau đây.

Định lý 3.4. Nếu y1(x), y2(x) là các nghiệm của phương trình (2.15) thì chúng là PTTT
trên (a, b) nếu và chỉ nếu

W (x) =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

y1 y2

y′1 y′2

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= 0, ∀x ∈ (a, b).

Chứng minh. ⇒ Đã chứng minh ở trong Định lý 3.3.

⇐ Giả thiết W (x) =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

y1 y2

y′1 y′2

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= 0, ∀x ∈ (a, b). Lấy điểm x0 ∈ (a, b) và xét hệ phương

trình với ẩn số α1, α2: 





α1y1(x0) + α2y2(x0) = 0,

α1y
′
1(x0) + α2y

′
2(x0) = 0.
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3. Phương trình vi phân cấp hai 103

Định thức Crame của hệ này là W (x0) = 0 nên hệ phương trình có nghiệm không tầm
thường α1, α2 không đồng thời bằng 0. Xét hàm số

y(x) = α1y1(x) + α2y2(x).

Nhận xét rằng y(x) là một nghiệm của bài toán Cauchy






y′′ + p(x)y + q(x) = 0,

y(0) = 0, y′(0) = 0.

Mặt khác, y(x) = 0 cũng là một nghiệm của bài toán Cauchy này nên theo định lý về sự
tồn tại duy nhất nghiệm, y(x) = αy1(x) + α2y2(x) = 0 trên (a, b). Vì α1, α2 không đồng thời
bằng 0 nên hệ thức này chứng tỏ y1(x), y2(x) là PTTT trên (a, b).

Hệ quả 3.1. Định thức Wronsky của hai nghiệm của phương trình thuần nhất (2.15) hoặc
là đồng nhất bằng 0 trên (a, b) hoặc là khác 0 tại mọi điểm của khoảng (a, b).

Định lý 3.5. Nếu y1(x), y2(x) là các nghiệm ĐLTT trên (a, b) của (2.15) thì NTQ của phương
trình (2.15) trong miền (a, b)× R là

y(x) = C1y1(x) + C2y2(x).

Chứng minh. Hiển nhiên là nếu y1(x), y2(x) là các nghiệm của (2.15) thì y(x) = C1y1(x) +

C2y2(x) cũng là một nghiệm của nó với mỗi C1, C2. Theo định nghĩa, muốn chứng minh đây
là NTQ của phương trình ta phải chỉ ra với mỗi (x0, y0, y′0) ∈ (a, b)×R×R, có thể tìm được
C1, C2 sao cho bài toán Cauchy







y′′ + p(x)y′ + q(x) = 0,

y(x0) = y0, y
′(x0) = y′0

có nghiệm là y(x) = C1y1(x) + C2y2(x). Thay vào điều kiện ban đầu y(x0) = y0, y
′(x0) = y′0

ta có hệ 





C1y1(x0) + C2y2(x0) = y0,

C1y
′
1(x0) + C2y

′
2(x0) = y′0.

Hệ này có định thức Crame chính là định thức Wronsky W (x0) và do đó nó khác 0. Như
vậy có thể giải được C0

1 , C
0
2 và

y(x) = C0
1y1(x) + C0

2y2(x)

chính là nghiệm cần tìm.
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Định nghĩa 2.1. Hai nghiệm ĐLTT của phương trình vi phân tuyến tính thuần nhất cấp
hai được gọi là hệ nghiệm cơ bản của nó.

Định lý 3.6. Phương trình (2.15) với các hệ số p(x), q(x) liên tục trên (a, b) có vô số hệ
nghiệm cơ bản. Hơn nữa số nghiệm ĐLTT lớn nhất của phương trình đúng bằng 2, nghĩa
là mọi hệ 3 nghiệm y1, y2, y3 của (2.15) đều PTTT trên (a, b).

Chứng minh. Trước hết ta chọn một ma trận A =




a11 a12

a21 a22



 sao cho detA 6= 0. Lấy

x0 ∈ (a, b) bất kì và xét hai bài toán Cauchy sau






y′′ + p(x)y′ + q(x) = 0,

y(x0) = a11, y
′(x0) = a21

và







y′′ + p(x)y′ + q(x) = 0,

y(x0) = a21, y
′(x0) = a22.

Theo định lý về sự tồn tại duy nhất nghiệm (Định lý 3.1), hai bài toán Cauchy này có
nghiệm duy nhất, được kí hiệu lần lượt là y1(x) và y2(x). Định thức Wronsky của hệ nghiệm
này taij x0 chính bằng

W (y1, y2)(x0) =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

a11 a12

a21 a22

∣
∣
∣
∣
∣
∣

6= 0.

Do đó, hệ nghiệm này là ĐLTT trên (a, b). Vì ma trận A có thể chọn bất kì sao cho detA 6= 0

nên có vô số hệ nghiệm cơ bản (nếu chọn A là ma trận đơn vị thì hệ nghiệm cơ bản thu
được tương ứng được gọi là hệ nghiệm cơ bản chuẩn tắc).

Tiếp theo, ta đi chứng minh mọi hệ 3 nghiệm y1(x), y2(x), y3(x) của (2.15) đều PTTT.

• Nếu hệ con y1(x), y2(x) là PTTT trên (a, b) thì đương nhiên hệ y1(x), y2(x), y3(x) cũng
PTTT.

• Nếu hệ con y1(x), y2(x) là ĐLTT trên (a, b) thì chúng lập thành hệ nghiệm cơ bản. Do
đó, tồn tại C1, C2 sao cho

y3(x) = C1y1(x) + C2y2(x),

tức là hệ y1(x), y2(x), y3(x) là PTTT. Ta có điều phải chứng minh.

Kết luận:

• Định lý 3.6 nói rằng luôn luôn tìm được hệ nghiệm cơ bản của (2.15) bao gồm hai
nghiệm ĐLTT.

• Định lý 3.5 nói rằng nếu đã tìm được hệ nghiệm cơ bản của (2.15) thì sẽ tìm được
NTQ của nó.
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3. Phương trình vi phân cấp hai 105

Công thức Liouville sau đây nói rằng, không nhất thiết phải tìm hai nghiệm ĐLTT của
phương trình thuần nhất (2.15) mà chỉ cần tìm một nghiệm riêng của nó mà thôi. Nghiệm
riêng ĐLTT thứ hai có thể được tìm dựa vào nghiệm riêng thứ nhất.

Định lý 3.7. • Nếu biết một nghiệm riêng y1 6= 0 của (2.15) thì có thể tìm được một
nghiệm riêng y2 của (2.15) ĐLTT với y1 và có dạng y2(x) = y1(x)u(x).

• Công thức Liouville:

y2 = y1

∫
1

y21
e
−

∫
p(x)dx

dx.

Ví dụ 3.1. Giải phương trình (1−x2)y′′−2xy′+2y = 0 biết nó có một nghiệm riêng y1 = x.

[Lời giải] Từ công thức Liouville ta tìm được một nghiệm riêng ĐLTT với y1 là

y2(x) =
1

2
x ln

1 + x

1− x
− 1.

Do đó, NTQ của phương trình là

y = C1x+ C2

(
1

2
x ln

1 + x

1− x
− 1

)

.

Ví dụ 3.2. Giải phương trình Bessel

y′′ +
1

x
y′ +

(

1− 1

4x2

)

y = 0, x > 0.

biết nó có một nghiệm riêng y1 = sinx√
x

.

Tìm nghiệm riêng khác không như thế nào? Đây là một câu hỏi khó và nói chung,
không có phương pháp tổng quát để tìm nghiệm riêng của phương trình (2.15). Chỉ trong
một số trường hợp đặc biệt, chẳng hạn như phương trình vi phân tuyến tính cấp hai với
hệ số hằng (sẽ được học ở bài ngay tiếp theo đây), thì chúng ta mới có phương pháp tổng
quát để giải lớp các bài toán này.

Bài tập 3.3. Giải các PTVP

a) y′′ = xy′ + y + 1,

b) x2y′′ + xy′ − y = 0, (y1 = x)

c) (2x+ 1)y′′ + 4xy′ − 4y = 0,

d) xy′′ − (2x+ 1)y′ + (x+ 1)y = 0.
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Giải PTVP tuyến tính cấp hai không thuần nhất

Định lý 3.8. NTQ của phương trình không thuần nhất (2.14) có dạng y = ȳ + Y , ở đó ȳ
là NTQ của phương trình thuần nhất (2.15) và Y là một nghiệm riêng của phương trình
không thuần nhất (2.14).

NTQ của PT không thuần nhất = NTQ của PT thuần nhất + một nghiệm riêng.

Ví dụ 3.1. Giải PTVP y′′ + 4x = 2.

[Lời giải] Dễ dàng kiểm tra trực tiếp rằng phương trình thuần nhất y′′ + 4x = 0 có hai
nghiệm ĐLTT là y1 = sin 2x, y2 = cos 2x và do đó NTQ của phương trình thuần nhất là

y = C1 sin 2x+ C2 cos 2x.

Phương trình không thuần nhất y′′+4x = 2 có một nghiệm riêng là y = 1. Do đó, NTQ của
phương trình ban đầu là

y = C1 sin 2x+ C2 cos 2x+ 1.

Như vậy, việc giải PTVP không thuần nhất được quy về bài toán giải PTVP thuần nhất
và tìm một nghiệm riêng của nó. Tuy nhiên, nghiệm riêng của PTVP không thuần nhất
không phải lúc nào cũng tìm được một cách dễ dàng. Do đó, ngoài phương pháp đi tìm một
nghiệm riêng của phương trình không thuần nhất (2.14) nêu trên, phương pháp Lagrange
sau đây sẽ giúp chúng ta tìm NTQ của phương trình không thuần nhất thông qua NTQ
của phương trình thuần nhất.

Phương pháp biến thiên hằng số Lagrange

• Giả sử tìm được NTQ của phương trình thuần nhất (2.15) là ȳ = C1y1(x) + C2y2(x).

• Cho C1 và C2 biến thiên, i.e., C1 = C1(x), C2 = C2(x), chúng ta sẽ đi tìm nghiệm của
PTVP không thuần nhất dưới dạng

y = C1(x)y1(x) + C2(x)y2(x).

Ta có
y′ = (C ′

1y1 + C ′
2y2) + (C1y

′
1 + C2y

′
2).

Muốn tìm được hai hàm số C1(x) và C2(x) ta cần phải đặt hai điều kiện lên chúng.
Điều kiện đầu tiên đó là y = C1(x)y1(x) + C2(x)y2(x) phải thỏa mãn phương trình
không thuần nhất (2.14). Điều kiện thứ hai có thể được chọn sao cho tính toán của
chúng ta là đơn giản nhất. Xuất phát từ phương trình y′ = (C ′

1y1+C
′
2y2)+(C1y

′
1+C2y

′
2),

ta có thể nghĩ đến một điều kiện

C ′
1y1 + C ′

2y2 = 0.
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Khi đó
y′′ = C ′

1y
′
1 + C ′

2y
′
2 + C1y

′′
1 + C2y

′′
2 .

Thay các biểu thức của y′ và y′′ vừa tính trên vào phương trình (2.14) ta được

(C ′
1y

′
1 + C ′

2y
′
2 + C1y

′′
1 + C2y

′′
2) + p(C1y

′
1 + C2y

′
2) + q(C1y1 + C2y2) = f(x)

hay
C1(y

′′
1 + py1 + qy1) + C2(y

′′
2 + py′2 + qy2) + (C ′

1y
′
1 + C ′

2y
′
2) = f(x).

Do y1, y2 là các nghiệm của phương trình thuần nhất, nên

y′′1 + py1 + qy1 = y′′2 + py′2 + qy2 = 0.

Do đó dẫn chúng ta tới hệ phương trình







C ′
1y1 + C ′

2y2 = 0

C ′
1y

′
1 + C ′

2y
′
2 = f(x)

• Giải hệ phương trình trên và suy ra NTQ của phương trình không thuần nhất (2.14).

Ví dụ 3.2. Giải PTVP xy′′ − y′ = x2.

[Lời giải] Xét phương trình thuần nhất tương ứng

xy′′ − y′ = 0

có thể viết được dưới dạng
y′′

y′
=

1

x

suy ra y′ = C1x và y = C1

2
x2 + C2. Do đó, hệ nghiệm cơ bản của phương trình là y1(x) =

1, y2(x) = x2. Ta đi tìm nghiệm riêng của phương trình không thuần nhất dưới dạng
y∗(x) = C1(x) + C2(x)x

2, trong đó C1(x), C2(x) thỏa mãn






1.C ′
1(x) + x2C ′

2(x) = 0,

0.C ′
1(x) + 2xC ′

2(x) = x2.

Giải hệ này ta được







C ′
1(x) = −x2

2
,

C ′
2(x) =

1
2
.

⇒







C1(x) = −x3

6
,

C2(x) =
x
2
.

Do đó, y∗(x) = −x3

6
+ x3

2
= x3

3
và NTQ của phương trình là

y = C1 + C2x
2 +

x3

3
.

Bài tập 3.4. Giải các PTVP
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108 Chương 2. Phương trình vi phân (11 LT + 12 BT)

a) y′′ − y′ = 2−x
x3
ex,

b) x2y′′ + xy′ − y = x2,

c) x2y′′ − xy′ = 3x3,

d) y′′ + 3y′ + 2y = ex.

Bài tập 3.5. Giải phương trình

(2x− x2)y′′ + 2(x− 1)y′ − 2y = −2

biết nó có hai nghiệm riêng y1 = x, y2 = 1.

Định lý 3.9 (Nguyên lý chồng chất nghiệm). Nếu

• y1 là nghiệm của phương trình y′′ + p(x)y′ + q(x) = f1(x),

• y2 là nghiệm của phương trình y′′ + p(x)y′ + q(x) = f2(x)

thì y = y1 + y2 là nghiệm của phương trình y′′ + p(x)y′ + q(x) = f1(x) + f2(x).

3.4 Phương trình vi phân tuyến tính cấp hai có hệ số
hằng số

Trong bài học này chúng ta sẽ nghiên cứu một lớp đặc biệt của PTVP tuyến tính cấp
hai, đó là các PT có hệ số là hằng số như sau:

phương trình thuần nhất y′′ + py′ + qy = 0, (2.17)

phương trình không thuần nhất y′′ + py′ + qy = f(x). (2.18)

Phương pháp đặc trưng giải PT thuần nhất

Chúng ta cần tìm một nghiệm riêng của phương trình (2.17), tức là tìm một hàm số
y = y(x) thỏa mãn y′′ + py′ + qy = 0. Trước hết, hãy nghĩ đến một "ứng viên" cho nghiệm
riêng này, đó là các hàm số có dạng y = eαx. Hàm số này có tính chất đặc biệt, đó là
y′ = αy, y′′ = α2y. Do đó, nếu y = eαx là một nghiệm của phương trình (2.17) thì

eαx(α2 + pα + q) = 0.

Bổ đề 2.1. Nếu y = eαx là một nghiệm của phương trình thuần nhất (2.17) thì α là một
nghiệm của phương trình

X2 + pX + q = 0. (2.19)

Ngược lại, nếu α là một nghiệm của phương trình (2.19) thì y = eαx là một nghiệm của
phương trình (2.17).

108
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Phương trình (2.19) được gọi là phương trình đặc trưng của phương trình vi phân tuyến
tính cấp hai thuần nhất (2.17).

• Nếu PTĐT có hai nghiệm thực phân biệt α1 6= α2 thì y = eα1x và y = eα2x là các
nghiệm riêng ĐLTT của phương trình (2.17). Do đó, NTQ của phương trình (2) là

y = C1e
α1x + C2e

α2x.

• Nếu PTĐT có nghiệm kép α = α1 = α2 thì y1 = eαx là một nghiệm riêng của (2.17).
Một nghiệm riêng khác được tìm dựa vào công thức Liouville, đó là

y2 = y1

∫
1

y21
e
−

∫
p(x)dx

dx = xeαx.

Do đó, NTQ của phương trình (2) là

y = (C1x+ C2)e
αx.

• Nếu PTĐT có hai nghiệm phức liên hợp X = α± iβ thì NTQ của (2) là

y = C1e
(α+iβ)x + C2e

(α−iβ)x

= C1e
αx(cos βx+ i sin βx) + C2e

αx(cos βx− i sin βx)

= eαx[(C1 + C2) cos βx+ i(C1 − C2) sin βx]

= eαx(c1 cos βx+ c2 sin βx),

ở đó c1 = C1 + C2, c2 = i(C1 − C2).

Phương trình đặc trưng NTQ của y′′ + py′ + q = 0

Có hai nghiệm phân biệt α1 6= α2 y = C1e
α1x + C2e

α2x

Có nghiệm kép α = α1 = α2 y = (C1x+ C2)e
αx

Có hai nghiệm phức liên hợp X = α± iβ y = eαx(c1 cos βx+ c2 sin βx)

Bảng tổng hợp: NTQ của phương trình y′′ + py′ + q = 0

Bài tập 3.6. Giải các PTVP

a) y′′ − 3y′ + 2y = 0,

b) y′′ + 4y′ + 4y = 0,

c) y′′ + y′ + y = 0.

d) y′′ + 3y′ + 2y = 0.
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Giải PTVP tuyến tính cấp hai không thuần nhất

NTQ của PT không thuần nhất = NTQ của PT thuần nhất + một nghiệm riêng.

Do vậy, việc giải PTVP tuyến tính cấp hai không thuần nhất được đưa về bài toán tìm một
nghiệm riêng của nó. Nghiệm riêng của PTVP không thuần nhất không phải lúc nào cũng
tìm được một cách dễ dàng. Một trong những cách làm là dùng phương pháp biến thiên
hằng số Lagrange. Tuy nhiên, trong một số trường hợp đặc biệt dưới đây, nghiệm riêng có
thể tìm được một cách khá đơn giản dựa vào biểu thức của vế phải f(x).

Vế phải f(x) = eαxPn(x), với Pn(x) là một đa thức cấp n của x.

• Nếu α không là nghiệm của PTĐT, ta tìm nghiệm riêng của (2.18) dưới dạng y =

eαxQn(x).

• Nếu α là nghiệm đơn của PTĐT, ta tìm nghiệm riêng của (2.18) dưới dạng y =

xeαxQn(x).

• Nếu α là nghiệm kép của PTĐT, ta tìm nghiệm riêng của (2.18) dưới dạng y =

x2eαxQn(x).

Bài tập 3.7. Giải các PTVP

a) y′′ − y′ − x = 0,

b) y′′ + y = xex + 3e−x,

c) y′′ + 3y′ − 10y = xe−2x,

d) y′′ − 3y′ + 2y = x,

e) y′′ + 4y′ + 4y = e−2x,

f) y′′ + y′ + y = xex,

g) y′′ − y′ = x+ y,

h) y′′ + 3y′ + 2y = xe−x.

Vế phải f(x) = Pm(x) cos βx + Pn(x) sin βx, với Pm(x), Pm là các đa thức cấp m,n tương
ứng của x. Đặt l = max{m,n}.

• Nếu ±iβ không là nghiệm của PTĐT, ta tìm nghiệm riêng của (2.18) dưới dạng

y = Ql(x) cos βx+Rl(x) sin βx.

• Nếu ±iβ là nghiệm của PTĐT, ta tìm nghiệm riêng của (2.18) dưới dạng

y = x[Ql(x) cos βx+Rl(x) sin βx].

Bài tập 3.8. Giải các PTVP
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a) y′′ + y = 4x sin x,

b) y′′ + y = 2 cos x cos 2x,

c) y′′ − 3y′ + 2y = sin x,

d) y′′ + 4y′ + 4y = x sin−2x,

e) y′′ + y′ + y = x2.

f) y′′ + 3y′ + 2y = −x sin x.

Vế phải f(x) = eαx[Pm(x) cos βx + Pn(x) sin βx]. Đặt l = max{m,n}. Có thể đặt y = eαxz

để đưa về TH vế phải f(x) = Pm(x) cos βx+ Pn(x) sin βx, hoặc biện luận như sau:

• Nếu α± iβ không là nghiệm của PTĐT, ta tìm nghiệm riêng của (2.18) dưới dạng

y = eαx[Ql(x) cos βx+Rl(x) sin βx].

• Nếu α± iβ là nghiệm của PTĐT, ta tìm nghiệm riêng của (2.18) dưới dạng

y = xeαx[Ql(x) cos βx+Rl(x) sin βx].

Chú ý 2.1. Các kết quả ở bài học này được phát biểu cho PTVP TT cấp hai. Tuy nhiên,
chúng cũng đúng cho hệ PTVP TT cấp n ≥ 2 bất kì. Chẳng hạn như:

• Định thức Wronsky W (x) của n nghiệm của một PTVP TT cấp n là khác 0 với mọi
x ∈ (a, b) khi và chỉ khi chúng ĐLTT trên đó.

• NTQ của PTVP TT cấp n thuần nhất có dạng

y(x) = C1y1(x) + C2y2(x) + . . .+ Cnyn(x),

ở đó y1(x), y2(x), · · · , yn(x) là các nghiệm ĐLTT (hay còn gọi là hệ nghiệm cơ bản).

• NTQ của PT không thuần nhất = NTQ của PT thuần nhất + một nghiệm riêng.

• Nguyên lý chồng chất nghiệm.

Bài tập 3.9. Giải các PTVP

a) y′′ − 3y′ + 2y = ex sin x,

b) y′′ − 4y′ − 8y = e2x + sin 2x,

c) y′′ − 22y′ + y = sin x+ sinh x,

d) y′′ + 4y′ + 4y = ex sin(−2x),

e) y′′ + y′ + y = e−2x sin x.

f) y′′ + 3y′ + 2y = e−x sin x.

Trong trường hợp vế phải của phương trình không thuần nhất không có các dạng đặc
biệt như trên, chúng ta sẽ sử dụng phương pháp biến thiên hằng số Lagrange (xem lại
phần Phương pháp biến thiên hằng số ở trang 106). Chẳng hạn như,

Bài tập 3.10. Giải các phương trình sau
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a) y′′ − y = ex

1+ex
, b) y′′ + y′ = tan x, c) y′′ − 2y′ + y = ex

x
.

3.5 PTVP tuyến tính đưa được về PTVP tuyến tính với
hệ số hằng

Xét PTVP tuyến tính cấp hai thuần nhất

y′′ + p(x)y′ + q(x) = 0. (2.20)

Giả sử thực hiện phép đổi biến số t = ψ(x). Khi đó,

y′ =
dy

dx
=
dy

dt

dt

dx
= y′tψ

′(x),

y′′ =
d

dx

(
dy

dx

)

=
d

dt
(y′tψ

′(x))
dt

dx
= y′′t[ψ′(x)]2 + y′tψ

′′(x).

Thay vào phương trình (2.20) và chia cả hai vế cho [ψ′(x)]2 ta được

y′′(t) +

(
ψ′′(x) + p(x)ψ′(x)

ψ′(x)2

)

y′t +
q(x)

ψ′(x)2
= 0.

Muốn phương trình thu được có hệ số hằng thì điều kiện cần là

q(x)

ψ′(x)2
= C0

hay là

ψ(x) = C

∫
√

|q(x)|dx.

Kết luận: Nếu phương trình (2.20) có thể đưa được về PTVP tuyến tính với hệ số hằng
bằng phép đổi biến số độc lập t = ψ(x) thì phép đổi biến đó phải theo công thức

ψ(x) = C

∫
√

|q(x)|dx. (2.21)

Tất nhiên, không phải lúc nào phép thế (2.21) cũng đưa được phương trình (2.20) về
phương trình với hệ số hằng, vì nó còn phải thỏa mãn thêm một điều kiện nữa, đó là

ψ′′(x) + p(x)ψ′(x)

ψ′(x)2
= hằng số.

Dưới đây sẽ chỉ ra hai lớp phương trình đưa được về PTVP với hệ số hằng nhờ phép thế
(2.21), đó là phương trình Euler và phương trình Chebysev.
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3.6 Phương trình Euler
Trong mục này chúng ta sẽ nghiên cứu một lớp các PTVP cấp hai đưa đưa được về

PTVP TT cấp hai hệ số hằng, đó là phương trình Euler.

Định nghĩa 2.1 (Phương trình Euler). Phương trình có dạng

x2y′′ + axy′ + by = 0, a, b ∈ R

được gọi là phương trình Euler.

Chia hai vế của phương trình cho x2 ta được

y′′ +
a

x
y′ +

b

x2
y = 0,

ở đây p(x) = a
x
, q(x) = b

x2
. Áp dụng phép thế (2.21) ta được

t = C

∫
√

|q(x)|dx = C
√

|b| ln |x|.

Để đơn giản, có thể chọn C sao cho C
√

|b| = 1, ta có t = ln |x|.
Cách giải phương trình Euler:

1. Đặt |x| = et ⇔ t = ln |x|. Ta có

• y′ = dy
dx

= dy
dt

dt
dx

= 1
x
dy
dt

⇒ xy′ = dy
dt

.

• y′′ = d
dx
y′ = d

dx

(
1
x
dy
dt

)
= 1

x2

(
d2y
dt2

− dy
dt

)

⇒ x2y′′ = d2y
dt2

− dy
dt
.

2. Thay vào PT để đưa về PTVP TT cấp hai hệ số hằng

d2y

dt2
+ (a− 1)

dy

dt
+ by = 0.

Ví dụ 3.1. Giải PTVP x2y′′ − 2xy′ + 2y = 0 trong khoảng (0,+∞).

[Lời giải] Đặt x = et và thay vào phương trình ta được

y′′t − 3y′t + 2y = 0.

NTQ của PT này là y = C1e
t + C2e

2t. Thay t = ln x vào ta được NTQ của PT ban đầu là

y = C1x+ C2x
2.

Bài tập 3.11. Giải các PTVP
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a) x2y′′−3xy′+4y = x3

2
, y(1) = 1

2
, y′(1) = 1,

b) y′′ − y′

x
+ y

x2
= 2

x
,

c) x2y′′ + 2xy′ − 6y = 0,

d) x2y′′ − 9xy′ + 21y = 0,

e) x2y′′ − 2xy′ + 2y = 2x3 − x,

f) x2y′′ + xy′ + y = x.

3.7 Phương trình Chebysev
Định nghĩa 2.2. Phương trình có dạng

(1− x2)y′′ − xy′ + n2y = 0

được gọi là phương trình Chebysev.

Áp dụng phép thế (2.21) ta được

t = C

∫
√

n2

|1− x2|dx.

Để đơn giản, chọn C = − 1
n

ta được t = arccos x hay x = cos t. Thay vào phương trình và rút
gọn ta được PTVP tuyế ntính với hệ số hằng

y′′t + n2y = 0.

Phương trình này có NTQ là y = C1 cosnt+C2 sinnt, do đó NTQ của phương trình Chebysev
là

y = C1 cos(n arccos x) + C2 sin(n arccos x).

3.8 Đọc thêm: Phương pháp đặc trưng giải PTVP tuyến
tính cấp n với hệ số hằng

Xét PTVP tuyến tính cấp n sau:

y(n) + a1y
(n−1) + · · ·+ any = 0, (2.22)

trong đó a1, a2, . . . , an là các hằng số thực. Xét phương trình đặc trưng

Xn + a1X
n−1 + · · ·+ an = 0. (2.23)

Ta chia thành các trường hợp sau.

1. Nếu PTĐT (2.23) có n nghiệm thực khác nhau λ1, . . . , λn. Khi đó, mỗi nghiệm đơn λi

của PTĐT sẽ tương ứng với một nghiệm riêng eλix ĐLTT của (2.22). Do đó, NTQ của
phương trình (2.22) là

y = C1e
λ1x + C2e

λ2x + · · ·+ Cne
λnx.
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2. Nếu PTĐT (2.23) có n nghiệm khác nhau, nhưng trong đó có một nghiệm λi = α+ iβ

nào đó là nghiệm phức. Khi đó α − iβ là nghiệm phức liên hợp của λi. Đối với cặp
nghiệm phức liên hợp này, eαx cos βx và eαx sin βx là các nghiệm ĐLTT của (2.22).
Như vậy, ứng với mỗi cặp nghiệm phức liên hợp α ± iβ của PTĐT ta tìm được hai
nghiệm riêng ĐLTT của phương trình (2.22) là eαx cos βx, eαx sin βx. Kết hợp chúng
với các nghiệm ĐLTT khác ta được NTQ của PT đã cho, chẳng hạn như,

y = C1e
λ1x + C2e

λ2x + · · ·Ci1eαx cos βx+ Ci2e
αx sin βx+ · · ·+ Cne

λnx.

3. Nếu PTĐT có nghiệm λi nào đó bội k thì k nghiệm ĐLTT tương ứng là

eλix, xeλix, x2eλix, . . . , xk−1eλix.

Kết hợp chúng với các nghiệm ĐLTT khác ta được NTQ của PT đã cho.

4. Nếu PTĐT có cặp nghiệm phức λi = α ± iβ nào đó bội k thì 2k nghiệm ĐLTT tương
ứng là

eαx cos βx, xeαx cos βx, . . . , xk−1eαx cos βx,

và
eαx sin βx, xeαx sin βx, . . . , xk−1eαx sin βx.

Kết hợp chúng với các nghiệm ĐLTT khác ta được NTQ của PT đã cho

3.9 Bài tập ôn tập
Bài tập 3.12. Giải phương trình

(x2 + 1)y′′ + 2xy′ +
4y

x2 + 1
=

2x

(x2 + 1)2

với phép biến đổi x = tan t.

Bài tập 3.13. Giải phương trình

y′′

y′3
+

2

y′
− x+ y = ey cos y

bằng cách coi x là hàm của y.

Bài tập 3.14. Giải các phương trình sau

a) y′′ − 2my′ +m2y = (x− 1)emx + 2 sin x,m ∈ R,

b) y′′ − 2y′ + y = ex

x
+ (2x− 1)ex + 2.
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Bài tập 3.15. Tìm bốn số hạng đầu tiên khác không của chuỗi luỹ thừa mà tổng của chuỗi
đó là nghiệm của phương trình sau

a) y′′ − x− y2 = 0, y(0) = 0, y′(0) = 1,

b) y′′ = (2x− 1)y − 1, y(0) = 0, y′(0) = 1,

c) (x2 − 1)y′′ + 4xy′ + 2y = 0, y(0) = 0, y′(0) = 1,

d) y′′ + xy′ + y = 0, y(0) = 0, y′(0) = 2.
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§4. ĐẠI CƯƠNG VỀ HỆ PHƯƠNG TRÌNH VI PHÂN CẤP MỘT

Định nghĩa 2.1. Một hệ PTVP cấp một chuẩn tắc là hệ PTVP có dạng






y′1 = f1(x, y1, y2, . . . , yn)

y′2 = f2(x, y1, y2, . . . , yn)

...

y′n = fn(x, y1, y2, . . . , yn),

(2.24)

ở đó x là biến số độc lập, y1(x), y2(x), . . . , yn(x) là các hàm số phải tìm. Các hàm số f1(x, y1, . . . , yn),
f2(x, y1, . . . , yn), . . . , fn(x, y1, . . . , yn) xác định trong miền D của không gian R

n+1.

Định nghĩa 2.2 (Bài toán Cauchy). Cho điểm (x0, y
0
1, y

0
2, . . . , y

0
n) ∈ D. Bài toán giá trị

ban đầu hay bài toán Cauchy là bài toán tìm nghiệm của hệ phương trình 2.24 thỏa mãn
điều kiện ban đầu

y1(x0) = y01, y2(x0) = y02, . . . , yn(x0) = y0n. (2.25)

Định lý 4.1 (Sự tồn tại duy nhất nghiệm). Giả thiết

• Các hàm fi(x, y1, y2, . . . , yn) cùng với các ĐHR ∂fi
∂yj

(x, y1, y2, . . . , yn) liên tục trên miền
D ⊂ R

n+1.

• (x0, y
0
1, y

0
2, . . . , y

0
n) ∈ D.

Khi đó tồn tại một lân cận Uǫ(x0) của x0 để bài toán Cauchy (2.24) + (2.25) có nghiệm duy
nhất.

4.1 Các loại nghiệm của hệ PTVP
Định nghĩa 2.1 (Các loại nghiệm của hệ PTVP).

1. Nghiệm tổng quát. Ta nói (y1, y2, . . . , yn), ở đó yi = ϕi(x, C1, . . . , Cn), là NTQ của hệ
PTVP nếu

• với mỗi C1, . . . , Cn thì (y1, y2, . . . , yn) thỏa mãn hệ PTVP (2.24).

• ∀(x0, y01, . . . , y0n) ∈ D, tồn tại bộ Ci = C0
i sao cho các hàm số yi = ϕi(x, C

0
1 , . . . , C

0
n)

thỏa mãn bài toán Cauchy (2.24) + (2.25).
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2. Tích phân tổng quát Hệ hàm






φ1(x, y1, y2, . . . , yn) = C1,

φ1(x, y1, y2, . . . , yn) = C2,

...

φ1(x, y1, y2, . . . , yn) = Cn

xác định NTQ của hệ PTVP trong miền D được gọi là tích phân tổng quát.

3. Nghiệm riêng. Nghiệm nhận được từ NTQ với các hằng số C1, C2, . . . , Cn xác định
được gọi là nghiệm riêng.

4. Nghiệm kì dị. Nghiệm của hệ mà tại mỗi điểm của nó tính duy nhất nghiệm của
bài toán Cauchy bị phá vỡ được gọi là nghiệm kì dị.

Ví dụ 4.1. Xét hệ PTVP






y′ = x+ 2
x
y −√z,

z′ = 2
√
z.

Tích phân phương trình thư hai ta được

z = (x+ C1)
2.

Thay giá trị này vào phương trình thứ nhất và tích phân ta được y = C1x + C2x
2. Vậy hệ

hàm 





y = C1x+ C2x
2,

z = (x+ C1)
2

là NTQ của HPT đang xét trong miền

D = {(x, y, z) ∈ R
3 : x 6= 0, }.

Ngoài ra, phương trình thứ hai có một nghiệm kì dị z = 0. Thay vào phương trình đầu ta
được

y = x2(C + ln |x|).
Do đó, HPT đã cho có một họ nghiệm kì dị







y = x2(C + ln |x|),

z = 0.
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4.2 Mối liên hệ giữa PTVP cấp n và hệ n PTVP cấp một
• Mọi PTVP cấp n

y(n) = f(x, y, y′, . . . , y(n−1)) = 0

luôn đưa được về hệ PTVP chuẩn tắc. Bằng cách đặt y1 = y ta có






y′1 = y2

y′2 = y3

...

y′n−1 = yn

y′n = f(x, y1, . . . , yn).

• Ngược lại, một hệ PTVP chuẩn tắc luôn đưa được về PT cấp cao bằng cách khử những
hàm số chưa biết từ các PT của hệ. Chẳng hạn như, để đơn giản ta xét hệ hai phương

trình







y′1 = f1(x, y1, y2)

y′2 = f2(x, y1, y2).

Đạo hàm hai vế phương trình đầu tiên theo x ta được

d2y1
dx2

=
∂f1
∂x

+
∂f1
∂y1

dy1
dx

+
∂f1
∂y2

dy2
dx

=
∂f1
∂x

+
∂f1
∂y1

f1(x, y1, y2) +
∂f1
∂y2

f2(x, y1, y2) = F (x, y1, y2).

Tiếp theo, từ phương trình đầu tiên của hệ, ta giải được y2 qua x, y1, y
′
1. Chẳng hạn

như y2 = g(x, y1, y
′
1) và thay vào phương trình y′′1 = F (x, y1, y2) ta được một PTVP cấp

hai với hàm số phải tìm là y1(x) sau

y′′1 = F (x, y1, g(x, y1, y
′
1)).

Ví dụ 4.2. Giải hệ PTVP







y′ = 5y + 4z

z′ = 4y + 5z.

[Gợi ý] Đạo hàm 2 vế của phương trình đầu tiên ta được

y′′ = 5y′ + 4z′.

Thay z′ = 4y + 5z = 4y + 5.1
4
(y′ − 5y) = 5

4
y′ − 9

4
y vào ta được PTVP TT cấp hai

y′′ = 5y′ + 4

(
5

4
y′ − 9

4
y

)

⇔ y′′ − 10y′ + 9y = 0.

Giải PTVP TT cấp hai này để ra NTQ của y, sau đó thay vào HPT để giải ra z.
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§5. HỆ PHƯƠNG TRÌNH VI PHÂN TUYẾN TÍNH CẤP MỘT

Ở bài trước, chúng ta đã thấy rằng mọi PTVP cấp n đều đưa được về hệ n PTVP cấp
một, và ngược lại. Nghĩa là, có sự tương ứng 1-1 giữa PTVP cấp n và hệ n PTVP cấp một.
Trong bài học này, chúng ta sẽ phát biểu một số kết quả tương ứng (không chứng minh)
của PTVP TT cấp n sang hệ n PTVP TT cấp một. Chẳng hạn như:

• Định thức Wronsky của n nghiệm của hệ PTVP TT cấp một thuần nhất bằng 0 trên
(a, b) khi và chỉ khi chúng ĐLTT trên đó.

• NTQ của hệ hệ PTVP TT cấp một thuần nhất có dạng

Y (x) = C1Y1(x) + C2Y2(x) + . . .+ CnYn(x),

ở đó Y1(x), Y2(x), · · · , Yn(x) là các nghiệm ĐLTT (hay còn gọi là hệ nghiệm cơ bản).

• NTQ của HPT không thuần nhất = NTQ của HPT thuần nhất + một nghiệm riêng.

• Nguyên lý chồng chất nghiệm.

5.1 Hệ PTVP TT cấp một thuần nhất
Xét hệ PTVP tuyến tính có dạng







y′1 = a11(x)y1 + a12(x)y2 + . . .+ a1n(x)yn,

y′2 = a21(x)y1 + a22(x)y2 + . . .+ a2n(x)yn,

...

y′n = an1(x)y1 + an2(x)y2 + . . .+ ann(x)yn,

(2.26)

với giả thiết rằng các hàm số aij(x) liên tục trên khoảng (a, b). Để đơn giản, đặt

y =












y1

y2
...

yn












, A(x) =












a11(x) a12(x) . . . a1n(x)

a21(x) a22(x) . . . a2n(x)

. . . . . . . . . . . .

an1(x) an2(x) . . . ann(x)












thì HPT đã cho có thể được viết dưới dạng

y′ = A(x)y.
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Sự ĐLTT và PTTT của hệ véctơ hàm

Cho hệ véc tơ hàm

Y1(x) =












y11(x)

y21(x)

...

yn1(x)












, Y2(x) =












y12(x)

y22(x)

...

yn2(x)












, . . . , Yn(x) =












y1n(x)

y2n(x)

...

ynn(x)












xác định trên (a, b).

Định nghĩa 2.1. Hệ véc tơ hàm Y1(x), Y2(x), . . . , Yn(x) được gọi là PTTT trên (a, b) nếu tồn
tại các hằng số α1, α2, . . . , αn không đồng thời bằng 0 sao cho

α1Y1(x) + α2Y2(x) + . . .+ αnYn(x) = 0

trên (a, b). Ngược lại ta nói hệ véc tơ hàm này là ĐLTT.

Định thức

W (x) =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

y11(x) y12(x) . . . y1n(x)

y21(x) y22(x) . . . y2n(x)

. . . . . . . . . . . .

yn1(x) yn2(x) . . . ynn(x)

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

được gọi là định thức Wronsky của hệ véc tơ hàm nói trên.

Định lý 5.1. Nếu hệ véc tơ hàm Y1(x), Y2(x), . . . , Yn(x) là PTTT trên (a, b) thì định thức
Wronsky của chúng bằng 0 trên (a, b). Hơn nữa, nếu Y1(x), Y2(x), . . . , Yn(x) là n nghiệm của
hệ PTVP (2.26) và định thức Wronsky của chúng bằng 0 trên (a, b) thì chúng PTTT trên
(a, b).y

Hệ quả 5.1. Định thức Wronksky của n nghiệm của hệ PTVP (2.26) hoặc là khác 0 với
mọi x ∈ (a, b) (nếu chúng PTTT) hoặc là đồng nhất bằng 0 trên đó (nếu chúng ĐLTT).

Hệ nghiệm cơ bản

Định nghĩa 2.1. Hệ n nghiệm ĐLTT của hệ phương trình (2.26) được gọi là hệ nghiệm
cơ bản của nó.

Định lý 5.2. Giả sử Y1(x), Y2(x), . . . , Yn(x) là hệ nghiệm cơ bản của hệ phương trình (2.26)
thì NTQ của hệ là

Y (x) = C1Y1(x) + C2Y2(x) + . . .+ CnYn(x),

ở đó C1, C2, . . . , Cn là các hằng số tùy ý.
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122 Chương 2. Phương trình vi phân (11 LT + 12 BT)

Như vậy, việc giải hệ PTVP tuyến tính cấp một được quy về việc tìm hệ nghiệm cơ bản của
nó.

5.2 Hệ PTVP TT cấp một không thuần nhất
Xét hệ PTVP tuyến tính có dạng







y′1 = a11(x)y1 + a12(x)y2 + . . .+ a1n(x)yn + f1(x),

y′2 = a21(x)y1 + a22(x)y2 + . . .+ a2n(x)yn + f2(x),

...

y′n = an1(x)y1 + an2(x)y2 + . . .+ ann(x)yn + fn(x),

(2.27)

với giả thiết rằng các hàm số aij(x) và fi(x) liên tục trên khoảng (a, b). Để đơn giản, đặt

Y =












y1

y2
...

yn












, A(x) =












a11(x) a12(x) . . . a1n(x)

a21(x) a22(x) . . . a2n(x)

. . . . . . . . . . . .

an1(x) an2(x) . . . ann(x)












, F (x) =












f1(x)

f2(x)

...

fn(x)












thì HPT đã cho có thể được viết dưới dạng

Y ′ = A(x)Y + F (x).

Định lý 5.3. NTQ của hệ PTVP TT không thuần nhất (2.27) có dạng

Y = C1Y1(x) + C2Y2(x) + · · ·+ CnYn(x) + Y ∗(x),

ở đó C1Y1(x) +C2Y2(x) + · · ·+CnYn(x) là NTQ của hệ PTVP TT thuần nhất (2.26) và Y ∗(x)

là một nghiệm riêng của (2.27).

Định lý 5.4 (Nguyên lý chồng chất nghiệm). Nếu Y1(x) và Y2(x) là hai nghiệm tương
ứng của các hệ PTVP TT

Y ′ = A(x)Y + F1(x), Y ′ = A(x)Y + F2(x)

thì Y (x) = Y1(x) + Y2(x) là nghiệm của HPT

Y ′ = A(x)Y + F1(x) + F2(x).
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5.3 PP biến thiên hằng số giải hệ PTVP TT cấp một
Để đơn giản, xét hệ hai PTVP TT cấp một thuần nhất







y′1 = a11(x)y1 + a12(x)y2,

y′2 = a21(x)y1 + a22(x)y2

(2.28)

và hệ PTVP không thuần nhất tương ứng






y′1 = a11(x)y1 + a12(x)y2 + f1(x),

y′2 = a21(x)y1 + a22(x)y2 + f2(x).

(2.29)

Giả sử tìm được Y1(x) =




y11(x)

y21(x)



 và Y2(x) =




y12(x)

y22(x)



 là hệ nghiệm cơ bản của (2.28). Ta

tìm nghiệm riêng của (2.29) dưới dạng

Y ∗(x) = C1(x)Y1(X) + C2(x)Y2(X) =




C1(x)y11(x) + C2(x)y12(x)

C1(x)y21(x) + C2(x)y22(x).





Tính (Y ∗)′ và thay vào hệ PT (2.29) ta được






C ′
1(x)y11(x) + C ′

2(x)y12(x) = f1(x)

C ′
1(x)y21(x) + C ′

2(x)y22(x) = f2(x).

Định thức Crame của hệ này chính là định thức Wronsky của hệ hai nghiệm ĐLTT Y1(x)

và Y2(x) nên khác 0. Từ đó giải được







C ′
1(x) = ϕ(x),

C ′
2(x) = ψ(x)

⇒







C1(x) =

∫

ϕ(x)dx,

C2(x) =

∫

ψ(x)dx.

Ví dụ 5.1. Giải hệ PTVP






y′ = z,

z′ = −y + 1
cosx

.
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Trước hết, tìm nghiệm của PT thuần nhất






y′ = z,

z′ = −y

bằng PP khử ta được NTQ của hệ thuần nhất là






y(x) = C1 cos x+ C2 sin x,

z(x) = −C1 sin x+ C2 cos x.

Ta tìm nghiệm riêng của hệ không thuần nhất dưới dạng






y∗(x) = C1(x) cos x+ C2(x) sin x,

z∗(x) = −C1(x) sin x+ C2(x) cos x,

trong đó C1(x), C2(x) được xác định nhờ HPT






C ′
1(x) cos x+ C ′

2(x) sin x = 0,

−C ′
1(x) sin x+ C ′

2(x) cos x = 1
cosx

.

Giải hệ này ta được C ′
1(x) = − sinx

cosx
, C ′

2(x) = 1, do đó có thể chọn C1(x) = ln | cos x| và
C2(x) = x.
Kết luận: NTQ của HPT đã cho là







y(x) = C1 cos x+ C2 sin x+ cosx ln | cos x|+ x sin x,

z(x) = −C1 sin x+ C2 cos x− sin x ln | cos x|+ x cos x.
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§6. HỆ PTVP TT THUẦN NHẤT VỚI HỆ SỐ HẰNG SỐ

6.1 Phương pháp đặc trưng
Để đơn giản, ta xét hệ hai phương trình







y′1 = a11y1 + a12y2

y′2 = a21y1 + a22y2

⇔ y′ = Ay, với y =




y1

y2



 .

Tìm các trị riêng và véctơ riêng của A.

1. Nếu A có hai trị riêng phân biệt α1 6= α2 ứng với các VTR v1, v2 ∈ R
2 thì

y = C1e
α1xv1 + C2e

α2xv2.

Công thức tường minh: nếu v1 =




v11

v21



 , v2 =




v21

v22



 thì




y1

y2



 = C1e
α1x




v11

v21



+ C2e
α2x




v21

v22



⇔







y1 = C1e
λ1xv11 + C2e

λ2xv21

y2 = C1e
λ1xv21 + C2e

λ2xv22.

2. Nếu A có hai trị riêng phức α± iβ, ở đó α + iβ có một VTR v = a+ bi thì

y = C1e
αx(a cos βx− b sin βx) + C2e

αx(a sin βx+ b cos βx).

Công thức tường minh: Nếu v = a+ bi =




a1

a2



+ i




b1

b2



 thì




y1

y2



 = C1e
αx








a1

a2



 cos βx−




b1

b2



 sin βx



+ C2e
αx








a1

a2



 sin βx−




b1

b2



 cos βx





3. Nếu A có một trị riêng α bội hai thì

• Nếu α có hai VTR ĐLTT v1, v2 thì

y = C1e
αxv1 + C2e

αxv2.

Công thức tường minh: nếu v1 =




v11

v21



 , v2 =




v21

v22



 thì




y1

y2



 = C1e
αx




v11

v21



+ C2e
αx




v21

v22




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• Nếu α chỉ có một VTR ĐLTT là v thì

y = C1e
αxv + C2e

αx(vx+ η),

ở đó véctơ η được tìm từ HPT (A− αI)η = v.

Công thức tường minh: nếu v =




v1

v2



 , η =




η1

η2



 thì




y1

y2



 = C1e
αx




v1

v2



+ C2e
αx








v1

v2



 x+




η1

η2







 .

Ví dụ 6.1. Giải hệ PTVP







y′ = 2y + z

z′ = y + 2z.

[Lời giải] PTĐT

det




2− λ 1

1 2− λ



 = λ2 − 4λ+ 3 = 0

có hai nghiệm thực λ1 = 1, λ2 = 3.

Ứng với λ1 = 1 ta tìm được một VTR là v1 =




1

−1



 .

Ứng với λ2 = 3 ta tìm được một VTR là v2 =




1

1



 .

Do đó, NTQ của phương trình là




y

z



 = C1e
x




1

−1



+ C2e
3x




1

1



⇔







y = C1e
x + C2e

3x

z = −C1e
x + C2e

3x.

Ví dụ 6.2. Giải hệ PTVP







y′ = 2y − z

z′ = y + 2z.

[Lời giải] PTĐT

det




2− λ −1

1 2− λ



 = λ2 − 4λ+ 5 = 0
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6. Hệ PTVP TT thuần nhất với hệ số hằng số 127

có cặp nghiệm phức liên hợp λ = 2± i.

Ứng với λ = 2 + i ta tìm được một VTR là v =




1

−i



 =




1

0



+ i




0

−1



 .

Do đó, NTQ của hệ PT là



y

z



 = C1e
2x








1

0



 cos x−




0

−1



 sin x



+ C2e
2x








1

0



 sin x−




0

−1



 cos x





= C1e
2x




cos x

− sin x



+ C2e
2x




sin x

cos x



 .

Ví dụ 6.3. Giải hệ PTVP







y′ = y − z

z′ = y + 3z.

[Lời giải] PTĐT

det




1− λ −1

1 3− λ



 = λ2 − 4λ+ 4 = 0

có nghiệm λ = 2 bội hai.

Ứng với λ = 2 ta tìm được một VTR là v =




1

−1





Từ PT (A− 2I)η = v ta chọn véctơ η =




0

−1



 .

Do đó, NTQ của HPT là




y

z



 = C1e
2x




1

−1



+ C2e
2x








1

−1



x+




0

−1







⇔







y = (C1 + C2x)e
2x

z = −(C1 + C2 + C2x)e
2x.

6.2 Phương pháp khử
Để đơn giản, xét hệ PTVP







y′ = a11y + a12z + f(x),

z′ = a21y + a22z + g(x).
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Đạo hàm hai vế PT đầu tiên ta được

y′′ = a11y
′ + a12z

′ + f ′(x)

= a11y
′ + a12[a21y + a22z + g(x)] + f ′(x)

= a11y
′ + a12a21y + a22a12z + [f ′(x) + a12g(x)].

(2.30)

Từ phương trình đầu tiên, rút z theo y ta được

a12z = y′ − a11y − f(x).

Thế vào PT (2.30) ta được

y′′ = a11y
′ + a12a21y + a22[y

′ − a11y − f(x)] + [f ′(x) + a12g(x)]

= (a11 + a22)y
′ + (a12a21 − a11a22)y + [f ′(x) + a12g(x)− a22f(x)]

(2.31)

hay là

y′′ − (a11 + a22)y
′ +

∣
∣
∣
∣
∣
∣

a11 a12

a21 a22

∣
∣
∣
∣
∣
∣

y = f ′(x) + a12g(x)− a22f(x).

Từ PTVP TT cấp hai này ta giải ra được y, thế vào hệ để giải ra z.

Ví dụ 6.4. Giải hệ PTVP






x′(t) = 3x− 2y,

y′(t) = 2x− y.

Đạo hàm hai vế của PT đầu ta được

x′′(t) = 3x′(t)− 2y′(t) = 3x′(t)− 2(2x− y). (2.32)

Từ phương trình đầu tiên ta rút ra được 2y = 3x− x′(t). Thế vào (2.32) ta được

x′′(t)− 2x′(t) + x = 0.

Giải PTVP TT cấp hai này bằng PP đặc trưng ta được

x(t) = C1e
t + C2te

t.

Thay vào phương trình ban đầu của hệ ta thu được

y(t) =

(

C1 −
C2

2
+ C2t

)

et.

Vậy NTQ của hệ là 





x(t) = C1e
t + C2te

t,

y(t) =
(
C1 − C2

2
+ C2t

)
et.
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6. Hệ PTVP TT thuần nhất với hệ số hằng số 129

6.3 Bài tập ôn tập
Bài tập 6.1. Giải các hệ PTVP sau

a)







dy
dx

= y + z,

dz
dx

= x+ y + z.

b)







dx
dt

= 2x− 5y,

dy
dt

= 5x− 6y.

c)







dx
dt

= y,

dy
dt

= −x+ 1
cos t

.

d)







dx
dt

= y
x−y ,

dy
dt

= x
x−y .
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CHƯƠNG 3
PHƯƠNG PHÁP TOÁN TỬ LAPLACE (8 LT + 7

BT)

§1. PHÉP BIẾN ĐỔI LAPLACE VÀ PHÉP BIẾN ĐỔI NGƯỢC

Biến đổi Laplace là một phép biến đổi tích phân của hàm số f(t) từ miền thời gian sang
miền tần số F (s). Phép biến đổi này được đặt tên sau khám phá của nhà toán học và thiên
văn học Pierre-Simon Laplace, người đã sử dụng một phép biến đổi tương tự (ngày nay
được gọi là phép biến đổi z) trong các nghiên cứu của ông trong lý thuyết xác suất. Biến
đổi Laplace và cùng với biến đổi Fourier là hai trong số những phép biến đổi quan trọng
bậc nhất và thường được sử dụng trong giải các bài toán vật lý. Qua biến đổi Laplace, các
phép toán giải tích phức tạp như đạo hàm, tích phân được đơn giản hóa thành các phép
tính đại số, giống như cách mà hàm logarit chuyển một phép toán nhân các số thành phép
cộng các logarit của chúng. Chẳng hạn như, xét HPT







xα1yβ1 = a1,

xα2yβ2 = a2.

Bằng cách lấy logarit cơ số tự nhiên hai vế dẫn đến HPT






α1 ln x+ β1 ln y = ln a1,

α2 ln x+ β2 ln y = ln a2.

Cũng như vậy, ý tưởng sử dụng phép biến đổi Laplace được thể hiện qua sơ đồ sau đây.
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132 Chương 3. Phương pháp toán tử Laplace (8 LT + 7 BT)

PTVP đối
với x(t)

L

Phương
trình đại số
đối với x(s)

Giải
PTĐS

Nghiệm x(s)

của phương
trình đại số

L−1

Nghiệm x(t)

của PTVP

Vì vậy nó đặc biệt hữu ích trong giải các phương trình vi phân, phương trình đạo hàm
riêng, phương trình tích phân, những phương trình thường xuất hiện trong các bài toán
vật lý, trong phân tích mạch điện, xử lý số liệu, dao động điều hòa, các hệ cơ học. Bởi vì
qua biến đổi Laplace các phương trình này có thể chuyển thành các phương trình đại số
đơn giản hơn. Giải ra nghiệm là các hàm ảnh trong không gian p, chúng ta dùng biến đổi
Laplace ngược để có lại hàm gốc trong không gian thực t.

1.1 Phép biến đổi Laplace
Định nghĩa 3.1 (Phép biến đổi Laplace). Phép biến đổi Laplace của hàm số f(t) là
hàm số F (s) được định nghĩa bởi

F (s) = L{f(t)} :=

∞∫

0

e−stf(t)dt, s, f(t) ∈ R.(1)

Ví dụ 1.1. Tính phép biến đổi Laplace của hàm số mũ f(t) = eat.

L{eat}(s) =
∞∫

0

e−steatdt =

∞∫

0

e−(s−a)tdt = −e
−(s−a)t

s− a

∣
∣
∣

∞

0
=

1

s− a
nếu s > a.

Bài tập 1.1. Tính

a) L{1}(s).

b) L{eat}(s), a ∈ R.

c) L{ta}(s), a > −1.

d) L{tn}(s), n ∈ N.

e) L{cos kt}.

f) L{sin kt}.

(1)So sánh với phép biến đổi Fourier f̂(ξ) =

∫ +∞

−∞

f(x)e−2πiξxdx
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1. Phép biến đổi Laplace và phép biến đổi ngược 133

[Gợi ý] Bằng cách viết

cos kt =
eikt + e−ikt

2
,

ta có thể suy ra phép biến đổi Laplace của cos kt bằng

L{cos kt}(s) = s

s2 + k2
.

Tương tự, bằng cách viết

cos kt =
eikt − e−ikt

2
,

để suy ra phép biến đổi Laplace của sin kt bằng

L{sin kt}(s) = k

s2 + k2
.

Định lý 1.1 (Tính tuyến tính của phép biến đổi Laplace). Cho α, β ∈ R và giả thiết
tồn tại L{f(t)}(s), L{g(t)}(s). Khi đó

L{αf(t) + βg(t)}(s) = αL{f(t)}(s) + βL{g(t)}(s).

Ví dụ 1.1. Tính

a) L{6e−5t + e3t + 5t3 − 9}

b) L{4 cos(4t)− 9 sin(4t) + 2 cos(10t)},

c) L{3 sinh(2t) + 3 sin(2t)},(2)

d) L{e3t + cos(6t)− e3t cos(6t)}.

[Gợi ý]

a) F (s) = 6
s+5

+ 1
s−3

+ 30
s4

− 9
s
.

b) F (s) = 4s
s2+16

− 36
s2+16

+ 2s
s2+100

.

c) F (s) = 6
s2−4

+ 6
s2+4

.

d) 1
s−3

+ s
s2+36

− s−3
(s−3)2+36

.

Bài tập 1.2. Tính

a) L{t},

b) L{e3t+1},

c) L{sin2 t},

d) L{cos2 t},

e) L{3t2 + 4t3/2},

f) L{cosh kt}, (3)

g) L{sinh kt},

h) L{3e2t + 2 sin2 3t}.
(2)Hàm số sine hyperbolic sinhx = ex−e−x

2
.

(3)Hàm số cosine hyperbolic coshx = ex+e−x

2
.
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Sự tồn tại của phép biến đổi Laplace

Định nghĩa 3.1. Hàm f được gọi là bậc mũ khi t → +∞ nếu tồn tại các hằng số không
âm M,α, T sao cho

|f(t)| ≤Meαt, ∀t > T.

Định lý 1.2 (Sự tồn tại của phép biến đổi Laplace). Nếu hàm f liên tục từng khúc
với t ≥ 0 (hàm f chỉ có một số hữu hạn các điểm gián đoạn loại I) và là bậc mũ khi t → ∞
thì tồn tại L{f(t)}(s), ∀s > α.

Hệ quả 1.1. Nếu f(t) thỏa mãn giả thiết của Định lý trên thì lim
s→+∞

F (s) = 0.

Chú ý 3.1. Hàm f(t) = 1√
t

không liên tục từng khúc tại t = 0 và là bậc mũ khi t → +∞
nhưng có L{t−1/2}(s) =

√
π
s
.

Bảng các phép biến đổi Laplace

f(t) F (s) s

1 1
s

s > 0

t 1
s2

s > 0

tn (n ∈ N) n!
sn+1 s > 0

ta (a > −1) Γ(a+1)
sa+1 s > 0

eat 1
s−a s > a

cos kt s
s2+k2

s > 0

sin kt k
s2+k2

s > 0

cosh kt s
s2−k2 s > |k|

sinh kt k
s2−k2 s > |k|

u(t− a) (a > 0) e−as

s
s > 0

Bài tập 1.3. Sử dụng bảng phép biến đổi Laplace, tìm phép biến đổi Laplace của các hàm
số sau

a) f(t) =
√
t+ 3t,

b) f(t) = t− 2e3t,

c) f(t) = 1 + cosh 5t,

d) f(t) = cos2 2t,

e) f(t) = (1 + t)3,

f) f(t) = tet,

g) f(t) = sin 3t cos 3t,

h) f(t) = sinh2 3t.

i) f(t) = cosh2 3t.
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1. Phép biến đổi Laplace và phép biến đổi ngược 135

1.2 Phép biến đổi Laplace nghịch đảo
Định nghĩa 3.1. Nếu F (s) = L{f(t)} thì ta nói f(t) là biến đổi Laplace ngược của hàm số
F (s) và viết f(t) = L−1{F (s)}.

Ví dụ 1.1.

a) L−1
{

s
s2+k2

}
= cos kt, (s > 0)

b) L−1
{

2
s4

}
= 1

3
t3,

c) L−1
{

s
s2−k2

}
= cosh kt (s > k > 0),

d) L−1
{

4
s−5

}
= 4e5t.

Chú ý 3.2.

• Phép biến đối Laplace cũng có tính chất tuyến tính, i.e.,

L−1{aF (s) + bG(s)} = aL−1{F (s)}+ bL−1{G(s)}.

• Mọi hàm hữu tỉ (bậc tử nhỏ hơn bậc mẫu) là ảnh của phép biến đổi Laplace.

Ví dụ 1.2. Tìm biến đổi Laplace ngược của các hàm số sau

a) F (s) = 6
s
− 1

s−8
+ 4

s−3
,

b) H(s) = 19
s+2

− 1
3s−5

+ 7
s5

,

c) K(s) = 6s
s2+25

+ 3
s2+25

,

d) G(s) = 8
3s2+12

+ 3
s2−49

.

[Gợi ý]

a) f(t) = 6− e8t + 4e3t,

b) h(t) = 19e−2t − 1
3
e

5t
3 + 7

24
t4.

c) k(t) = 6 cos(5t) + 3
5
sin(5t).

d) g(t) = 4
3
sin(2t) + 3

7
sinh(7t).

Sự duy nhất của biến đổi Laplace nghịch đảo

Định lý 1.3 (Sự duy nhất của biến đổi Laplace nghịch đảo). Giả sử rằng các hàm
f(t), g(t) thỏa mãn giả thiết của Định lý về sự tồn tại của phép biến đổi Laplace để tồn tại
F (s) = L{f(t)}(s), G(s) = L{g(t)}(s). Nếu F (s) = G(s), ∀s > c thì f(t) = g(t) tại t mà cả hai
hàm liên tục.

Chú ý 3.1. Hai hàm liên tục từng khúc, là bậc mũ và bằng nhau qua phép biến đổi
Laplace chỉ có thể khác nhau tại những điểm gián đoạn cô lập. Điều này không quan
trọng trong hầu hết các ứng dụng thực tế.

Bài tập 1.4. Sử dụng bảng phép biến đổi Laplace, tìm phép biến đổi Laplace ngược của
hàm số sau
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a) F (s) = 3
s4

,

b) F (s) = 1
s
− 2

s
5
2
,

c) F (s) = 3
s−4

,

d) F (s) = 5−3s
s2+9

,

e) F (s) = 10s−3
25−s2 ,

f) F (s) = 2s−1e−3s.

Bài tập 1.5. Tính

a) L{cos2 t} ,

b) L{sin 2t cos 4t} ,

c) L−1
{

2
s3

}
,

d) L−1
{

5s−2
9−s2

}
.
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2. Phép biến đổi của bài toán với giá trị ban đầu 137

§2. PHÉP BIẾN ĐỔI CỦA BÀI TOÁN VỚI GIÁ TRỊ BAN ĐẦU

2.1 Phép biến đổi của đạo hàm, nghiệm của bài toán
giá trị ban đầu

Định nghĩa 3.1. Hàm f được gọi là trơn từng khúc trên [a, b] nếu nó khả vi trên [a, b] trừ
ra một số hữu hạn điểm và f ′(t) liên tục từng khúc trên [a, b].

Định lý 2.1 (Phép biến đổi Laplace của đạo hàm). Cho f(t) liên tục và trơn từng khúc
với t ≥ 0 và là bậc mũ khi t → +∞ (tức tồn tại hằng số không âm c,M, T thoả mãn:
|f(t)| ≤Mect, t ≥ T ). Khi đó tồn tại L{f ′(t)}(s) với s > c và

L{f ′(t)} = sL{f(t)} − f(0) = sF (s)− f(0).

Ví dụ 2.1. Chứng minh rằng L{tneat} = n!
(s−a)n+1 , n ∈ N.

Định lý 2.2 (Phép biến đổi Laplace của đạo hàm cấp cao). Giả sử rằng các hàm số
f, f ′ . . . f (n−1) liên tục và trơn từng khúc với t ≥ 0 và là bậc mũ khi t → ∞. Khi đó tồn tại
L{f (n)(t)} với s > c và có

L{f (n)(t)} = snL{f(t)} − sn−1f(0)− sn−2f ′(0)− · · · − f (n−1)(0).

Ví dụ 2.1. Chứng minh rằng L{t sinh kt} = 2sk
s2−k2 .

Ví dụ 2.2. Giải PTVP x′′ − x′ − 6x = 0 với điều kiện x(0) = 2, x′(0) = −1.

Sơ đồ sử dụng phép biến đổi Laplace giải PTVP

PTVP đối
với x(t)

L

Phương
trình đại số
đối với x(s)

Giải
PTĐS

Nghiệm x(s)

của phương
trình đại số

L−1

Nghiệm x(t)

của PTVP
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138 Chương 3. Phương pháp toán tử Laplace (8 LT + 7 BT)

Chú ý 3.1. • Phương pháp biến đổi Laplace cho lời giải của bài toán giá trị ban đầu
mà không cần phân biệt đó là phương trình vi phân thuần nhất hay là không thuần
nhất.

• Ngoài việc áp dụng để giải bài toán giá trị ban đầu, phép biến đổi Laplace cũng có
khả năng biến đổi hệ phương trình vi phân tuyến tính thành một hệ phương trình
đại số tuyến tính.

Ví dụ 2.3. Giải bài toán giá trị ban đầu y′′ − 10y′ + 9y = 5t, y(0) = −1, y′(0) = 2.

[Gợi ý] Tác động phép biến đổi Laplace vào hai vế của phương trình đã cho để được phương
trình đại số

[s2Y (s)− sy(0)− y′(0)]− 10[sY (s)− y(0)] + 9Y (s) =
5

s2
.

Giải ra ta được

Y (s) =
5

s2(s− 9)(s− 1)
+

12− s

(s− 9)(s− 1)
=

50

81

1

s
+

5

9

1

s2
+

31

81

1

s− 9
− 2

1

s− 1
.

Do đó,
y(t) =

50

81
+

5

9
t+

31

81
e9t − 2et.

Ví dụ 2.4. Giải bài toán giá trị ban đầu 2y′′ + 3y′ − 2y = te−2t, y(0) = 0, y′(0) = −2.

[Gợi ý] Tác động phép biến đổi Laplace vào hai vế của phương trình đã cho để được phương
trình đại số

2[s2Y (s)− sy(0)− y′(0)] + 3[sY (s)− y(0)]− 2Y (s) =
1

(s+ 2)2
.

Giải ra ta được

Y (s) =
1

(2s− 1)(s+ 2)3
− 4

(2s− 1)(s+ 2)

=
1

125

(

−96
1

s− 1
2

+ 96
1

s+ 2
− 10

1

(s+ 2)2
− 25

2

2!

(s+ 2)3

)

.

Do đó,

y(t) =
1

125

(

−96e
t
2 + 96e−2t − 10te−2t − 25

2
t2e−2t

)

.

Bài tập 2.1. Sử dụng phép biến đổi Laplace để giải bài toán giá trị ban đầu

a) x′′ + 4x = sin 3t, x(0) = x′(0) = 0,

b) x′′ + 9x = 0, x(0) = 3, x′(0) = 4,

c) x′′ + 4x = 0, x(0) = 5, x′(0) = 0,

d) x′′ + x = sin 2t, x(0) = 0, x′(0) = 0,
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2. Phép biến đổi của bài toán với giá trị ban đầu 139

e) x′′ + 4x′ + 3x = 1, x(0) = x′(0) = 0,

f) x′′ − x′ − 2x = 0, x(0) = 0, x′(0) = 2,

g) x′′ + x = cos 3t, x(0) = 1, x′(0) = 0,

h) x′′ + 3x′ + 2x = t, x(0) = 0, x′(0) = 2.

Bài tập 2.2. Sử dụng phép biến đổi Laplace để giải hệ phương trình vi phân tuyến tính
sau

a)







2x′′ = −6x+ 2y,

y′′ = 2x− 2y + 40 sin 3t,

x(0) = x′(0) = y(0) = y′(0) = 0,

b)







x′ + 2y′ + x = 0,

x′ − y′ + y = 0,

x(0) = 0, y(0) = 1,

c)







x′ = 2x+ y,

y′ = 6x+ 3y,

x(0) = 1, y(0) = −2,

d)







x′′ + x′ + y′ + 2x− y = 0,

y′′ + x′ + y′ + 4x− 2y = 0,

x(0) = y(0) = 1, x′(0) = y′(0) = 0,

e)







x′′ + 2x+ 4y = 0,

y′′ + x+ 2y = 0,

x(0) = y(0) = 0, x′(0) = y′(0) = −1.

2.2 Phép biến đổi Laplace của hàm số f (t) có dạng
f (t) = tg(t)

Ví dụ 2.5. Tìm Phép biến đổi Laplace của f(t) = teat.

[Gợi ý]

• Tính f ′(t) = eat + af(t).

• Tác động biến đổi Laplace lên hai vế và suy ra L{f(t)} = 1
(s−a)2 .

Ví dụ 2.6. Tìm phép biến đổi Laplace của f(t) = t sin at.

[Gợi ý]

• Tính f ′′(t) = 2a cos at− a2f(t).

• Tác động biến đổi Laplace lên hai vế và suy ra L{f(t)} = 2as
(s2+a2)2

.

Bài tập 2.3. Sử dụng Định lí 2.1 (Phép biến đổi Laplace của đạo hàm), chứng minh rằng
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140 Chương 3. Phương pháp toán tử Laplace (8 LT + 7 BT)

a) L{tneat} = n
s−aL{tn−1eat},

b) L{tneat} = n!
(s−a)n+1 , n ∈ N,

c) L{t sinh kt} = 2sk
(s2−k2)2 ,

d) L{t cosh kt} = s2+k2

(s2−k2)2 ,

e) L{t cos kt} = s2−k2
(s2+k2)2

.

2.3 Phép biến đổi Laplace của tích phân
Định lý 2.3 (Phép biến đổi Laplace của tích phân). Nếu f(t) liên tục, trơn từng khúc
với t ≥ 0 và là bậc mũ khi t→ +∞ thì

L







t∫

0

f(τ)dτ






=

1

s
L{f(t)} với s > c,

hay là

L−1

{
F (s)

s

}

=

t∫

0

f(τ)dτ =

t∫

0

L−1{F}(τ)dτ.

Ví dụ 2.1. Tìm biến đổi Laplace ngược của G(s) = 1
s2(s−a) .

[Gợi ý] Ta có

L−1

{
1

s2(s− a)

}

= L−1

{
1

s(s−a)
s

}

=

t∫

0

L−1

{
1

s(s− a)

}

dτ. (3.1)

Vì vậy ta đi tính

L−1

{
1

s(s− a)

}

=

t∫

0

L−1

{
1

s− a

}

=

t∫

0

eaτdτ =
1

a
(eat − 1),

sau đó thay vào phương trình (3.1).

Bài tập 2.4. Dùng Định lí 2.3 (Phép biến đổi Laplace của tích phân) để tìm phép biến đổi
Laplace nghịch đảo của các hàm số sau

a) F (s) = 1
s(s−3)

,

b) F (s) = 1
s(s2+4)

,

c) F (s) = 1
s2(s2+1)

,

d) F (s) = 1
s2(s2−1)

,

e) F (s) = 1
s(s+1)(s+2)

.
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3. Phép tịnh tiến và phân thức đơn giản 141

§3. PHÉP TỊNH TIẾN VÀ PHÂN THỨC ĐƠN GIẢN

3.1 Phép tịnh tiến
Định lý 3.1 (Phép biến đổi trên trục s). Nếu F (s) = L{f(t)} tồn tại với s > c, thì tồn
tại L{eatf(t)} với s > a+ c và có

L{eatf(t)} = F (s− a) := L{f(t)}(s− a),

hay tương đương với

L−1{F (s− a)} = eatf(t) := eatL−1{F (s)}(t).

Chứng minh. Định lý trên được chứng minh một cách trực tiếp như sau.

L{eatf(t)} =

∞∫

0

e−(s−a)tf(t) = F (s− a).

Ví dụ 3.1. Xuất phát từ công thức L{cos kt}(s) = s
s2+k2

ta có

L{eat cos kt}(s) = s− a

(s− a)2 + k2
(s > a).

Tương tự như vậy, từ công thức L{sin kt}(s) = k
s2+k2

ta có

L{eat sin kt}(s) = k

(s− a)2 + k2
(s > a).

Bài tập 3.1. Chứng minh rằng L{eattn} = n!
(s−a)n+1 , s > a.

Bài tập 3.2. Áp dụng Định lí 3.1 (Phép tịnh tiến) để tìm phép biến đổi Laplace của các
hàm số sau

a) f(t) = t4eπt, b) f(t) = e−2t sin 3πt, c) f(t) = e−
t
2 cos 2

(
t− π

8

)
.

Bài tập 3.3. Áp dụng Định lí 3.1 (Phép tịnh tiến) để tìm phép biến đổi Laplace ngược của
các hàm số sau

a) F (s) = 3
2s−4

, b) F (s) = 1
s2+4s+4

, c) F (s) = 3s+5
s2−6s+25

.
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142 Chương 3. Phương pháp toán tử Laplace (8 LT + 7 BT)

3.2 Phép biến đổi Laplace ngược của các hàm phân
thức

Chúng ta mở đầu bài hôm nay với một nhận xét sau: Phương trình vi phân tuyến tính
với hệ số hằng có nghiệm là biến đổi Laplace nghịch đảo của hàm hữu tỉ P (s)

Q(s)
. Thật vậy,

xét phương trình
y′′ + py′ + qy = 0, y(0) = a, y′(0) = b.

Tác động phép biến đổi Laplace vào cả hai vế ta được

(s2Y (s)− sa− b) + p(sY (s)− a) + qY (s) = 0.

Phương trình đại số này có nghiệm là

Y (s) =
(s+ p)a+ b

s2 + ps+ q
.

Như vậy, điều đó dẫn tới nhu cầu tìm một thuật toán để tính phép biến đổi Laplace ngược
của các hàm phân thức. Cũng giống như thuật toán tính tích phân của các hàm phân thức
đã được học ở học phần Giải tích 1, việc tìm phép biến đổi Laplace ngược của hàm phân
thức cũng được quy về việc tìm phép biến đổi Laplace ngược của các hàm phân thức đơn
giản.

• Phân tích P (s)
Q(s)

thành tổng của các phân thức đơn giản có bậc ở mẫu là các đa thức
bậc nhất hoặc bậc hai vô nghiệm.

• Như vậy, phép biến đổi Laplace ngược của hàm phân thức được đưa về tính phép
biến đổi Laplace ngược của bốn hàm phân thức đơn giản sau:

I.
A

s− a
II.

A

(s− a)k

III.
Ms+N

(s− a)2 + b2
IV.

Ms+N

[(s− a)2 + b2]k

Phép biến đổi Laplace ngược của ba hàm phân thức đơn giản đầu tiên có thể được tính
dựa vào các công thức sau:

• L−1
{

1
s−a
}
= eat.

• L−1
{

1
(s−a)k

}

= 1
(k−1)!

tk−1eat.

• L−1
{

s−a
(s−a)2+b2

}

= eat cos bt.

• L−1
{

b
(s−a)2+b2

}

= eat sin bt.

Phép biến đổi Laplace ngược của hàm phân thức đơn giản thứ tư, L−1
{

Ms+N
[(s−a)2+b2]k

}

, sẽ
được tính thông qua công thức

L−1{F (s)G(s)} = (f ∗ g)(t).
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3. Phép tịnh tiến và phân thức đơn giản 143

(xem Định lý 4.1 ở §4). Với những công cụ ở thời điểm hiện tại, dựa vào L{t sin kt} = 2ks
(s2+k2)2

,
chúng ta mới chỉ xử lý được

L−1

{
s− a

[(s− a)2 + b2]2

}

= eatL−1

{
s

(s2 + b2)2

}

=
1

2b
eatt sin bt

Ví dụ 3.2. Tìm phép biến đổi Laplace ngược của

a) F (s) = 6s−5
s2+7

,

b) K(s) = 1−3s
s2+8s+21

,

c) G(s) = 3s−2
2s2−6s−2

,

d) H(s) = s+7
s2−3s−10

.

[Gợi ý]

a) Ta có

F (s) = 6
s

s2 + 7
− 5√

7

√
7

s2 + 7
nên f(t) = 6 cos(

√
7t)− 5√

7
sin(

√
7t)

b) Phân tích

F (s) =
1− 3s

(s+ 4)2 + 5
= −3

s+ 4

(s+ 4)2 + 5
+

13√
5

√
5

(s+ 4)2 + 5
.

Do đó
k(t) = −3e−4t cos(

√
5t) +

13√
5
e−4t sin(

√
5t).

c) Phân tích

G(s) =
1

2

3s− 2
(
s− 3

2

)2 − 13
4

=
1

2

(

3
s− 3

2
(
s− 3

2

)2 − 13
4

+
5√
13

√
13
2

(
s− 3

2

)2 − 13
4

)

.

Do đó,

g(t) =
1

2

(

3e
3t
2 cosh

(√
13

2
t

)

+
5√
13
e

3t
2 sinh

(√
13

2
t

))

.

d) Phân tích
H(s) = −5

7

1

s+ 2
+

12

7

1

s− 5
.

Do đó,
h(t) = −5

7
e−2t +

12

7
e5t.

Ví dụ 3.3. Tìm phép biến đổi Laplace ngược của

a) F (s) = 86s−78
(s+3)(s−4)(5s−1)

,

b) K(s) = 2−5s
(s−6)(s2+11)

,

c) G(s) = 25
s3(s2+4s+5)

.
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144 Chương 3. Phương pháp toán tử Laplace (8 LT + 7 BT)

[Gợi ý]

a) Phân tích
F (s) = −3

1

s+ 3
+ 2

1

s− 4
+

1

s− 1
5

.

Do đó
f(t) = −3e−3t + 2e4t + e

t
5 .

b) Phân tích

K(s) =
1

47

(

−28
1

s− 6
+ 28

s

s1 + 11
− 67√

11

√
11

s2 + 11

)

.

Do đó,

k(t) =
1

47

(

−28e6t + 28 cos
√
11t− 67√

11
sin

√
11t

)

.

c) Phân tích

G(s) =
1

5

(

11
1

s
− 20

1

s2
+

25

2

2!

s3
− 11

s+ 2

(s+ 2)2 + 1
− 2

1

(s+ 2)2 + 1

)

.

Do đó
g(t) =

1

5

(

11− 20t+
25

2
t2 − 11e−2t cos t− 2e−2t sin t

)

.

Bài tập 3.4. Tìm phép biến đổi Laplace ngược của

a) F (s) = s2+1
s3−2s2−8s

,

b) G(s) = s2+2s
s4+52s2+4

,

c) H(s) = s2−2s
s4+3s2+2

.

Bài tập 3.5. Giải các bài toán giá trị ban đầu

a) x′′ − 6x′ + 8x = 2, x(0) = 0 = x′(0),

b) x′′ + 4x′ + 8x = e−t, x(0) = 0 = x′(0),

c) x(4) − x = 0, x(0) = 1, x′(0) = x′′(0) = x′′′(0) = 0,

d) x(4) + 13x′′ + 36x = 0, x(0) = x′′(0) = 0, x′(0) = 2, x′′′(0) = −13.

Bài tập 3.6. Sử dụng các phân thức đơn giản để tìm phép biến đổi Laplace ngược của các
hàm số sau

a) F (s) = 1
s2−4

,

b) F (s) = 5−2s
s2+7s+10

,

c) F (s) = 1
s3−5s2

,

d) F (s) = 1
s4−16

,

e) F (s) = s2−2s
s4+5s2+4

,

f) F (s) = s2+3
(s2+2s+2)2

.
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3. Phép tịnh tiến và phân thức đơn giản 145

Bài tập 3.7. Sử dụng phép phân tích s4+4a4 = (s2−2as+2a2)(s2+2as+2a2), chứng minh
rằng

a) L−1
{

s3

s4+4a4

}

= cosh at cos at,

b) L−1
{

s2

s4+4a4

}

= 1
2a
(cosh at sin at+ sinh at cos at),

c) L−1
{

s
s4+4a4

}
= 1

2a2
sinh at sin at.
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146 Chương 3. Phương pháp toán tử Laplace (8 LT + 7 BT)

§4. ĐẠO HÀM, TÍCH PHÂN VÀ TÍCH CÁC PHÉP BIẾN ĐỔI

4.1 Tích chập - Phép biến đổi Laplace của tích chập
Ví dụ 4.1. Xét bài toán giá trị ban đầu x′′ + x = cos t, x(0) = x′(0) = 0. Dùng PP Laplace
ta tính được L{x(t)}(s) = s

s2+1
1

s2+1
= L{cos t}L{sin t}.

• L{cos t sin t} 6= L{cos t}L{sin t}.

• Tìm phép biến đổi Laplace ngược của một tích như thế nào?

Định nghĩa 3.1 (Tích chập). Tích chập đối với phép biến đổi Laplace của hai hàm f, g

liên tục từng khúc được định nghĩa với như sau: (f ∗ g)(t) =
∫ t

0

f(τ)g(t− τ)dτ, t ≥ 0.

Định lý 4.1. Giả thiết f(t), g(t) liên tục từng khúc với t ≥ 0 và là bậc mũ khi t → ∞. Khi
đó

L{(f ∗ g)(t)} = L{f(t)}L{g(t)}

và
L−1{F (s)G(s)} = (f ∗ g)(t).

Ví dụ 4.1. Chứng minh công thức Jacobi liên hệ giữa hàm Gamma và Beta sau:

B(p, q) =
Γ(p)Γ(q)

Γ(p+ q)
,

ở đó

Γ(p) =

+∞∫

0

xp−1e−xdx, B(p, q) =

1∫

0

xp−1(1− x)q−1dx.

Chứng minh. Trước hết, ta có nhận xét sau:

L(xp−1) = s−pΓ(p).

Thật vậy, theo định nghĩa

L(xp−1) =

+∞∫

0

xp−1e−sxdx = s−p
∞∫

0

yp−1e−ydy = s−pΓ(p) (đổi biến sx = y).

Như vậy,
Γ(p) = spL(xp−1), Γ(q) = sqL(xq−1).

Do đó,
Γ(p)Γ(q) = sp+qL(xp−1)L(xq−1),
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4. Đạo hàm, tích phân và tích các phép biến đổi 147

hay là
Γ(p)Γ(q)

sp+q
= L(xp−1)L(xq−1).

Tác động phép biến đổi Laplace ngược vào hai vế tai được

L−1

(
Γ(p)Γ(q)

sp+q

)

= L−1
(
L(xp−1)L(xq−1)

)
= (xp−1) ∗ (xq−1) =

x∫

0

(x− y)p−1yq−1dy.

Đổi biến số u = y
x

đối với tích phân sau ta thu được

L−1

(
Γ(p)Γ(q)

sp+q

)

= xp+q−1

1∫

0

(1− u)p−1uq−1du = xp+q−1B(p, q).

Lại tác động phép biến đổi Laplace vào cả hai vế của phương trình trên ta thu được

Γ(p)Γ(q)

sp+q
= B(p, q)L(xp+q−1) = B(p, q)

Γ(p+ q)

sp+q
.

Từ đó suy ra

B(p, q) =
Γ(p)Γ(q)

Γ(p+ q)
.

Ví dụ 4.2. Tìm biến đổi Laplace ngược của hàm số H(s) = 1
(s2+a2)2

.

[Gợi ý] Ta có

H(s) =

(
1

s2 + a2

)(
1

s2 + a2

)

= F (s)G(s),

ở đó F (s) = G(s) = 1
s2+a2

. Do đó, f(t) = g(t) = 1
a
sin at và

h(t) = (f ∗ g)(t) = 1

a2

t∫

0

sin(at− aτ) sin(aτ)dτ =
1

2a3
[sin at− at cos at].

Ví dụ 4.3. Giải bài toán giá trị ban đầu 4y′′ + y = g(t), y(0) = 3, y′(0) = −7.

[Gợi ý] Tác động phép biến đổi Laplace vào hai vế ta được

4[s2Y (s)− sy(0)− y′(0)] + Y (s) = G(s)

⇔Y (s) =
12s− 28

4
(
s2 + 1

4

) +
G(s)

4
(
s2 + 1

4

)

⇔Y (s) = 3
1

s2 + 1
4

− 14
1
2

s2 + 1
4

+
1

2
G(s)

1
2

s2 + 1
4

.
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148 Chương 3. Phương pháp toán tử Laplace (8 LT + 7 BT)

Do đó,

y(t) = 3 cos
t

2
− 14 sin

t

2
+

1

2
(g ∗ f)(t)

= 3 cos
t

2
− 14 sin

t

2
+

1

2

t∫

0

sin
τ

2
g(t− τ)dτ,

ở đó f(t) = 2 sin t
2
.

Bài tập 4.1. Tính phép biến đổi Laplace ngược của các hàm số sau

a) 2
(s−1)(s2+4)

,

b) 1
s(s2+4)

,

c) 1
s2(s2+k2)

,

d) 1
s(s2+4s+5)

.

Bài tập 4.2. Áp dụng Định lí tích chập để tìm biến đổi Laplace ngược của các hàm sau

a) F (s) = 1
s(s−3)

,

b) F (s) = 1
(s2+9)2

,

c) F (s) = s2

(s2+4)2
,

d) F (s) = s
(s−3)(s2+1)

.

4.2 Vi phân của phép biến đổi
Định lý 4.2 (Vi phân của phép biến đổi). Nếu f(t) liên tục từng khúc với t ≥ 0 và là
bậc mũ thì

F ′(s) = L{−tf(t)}, s > c⇔ f(t) := L−1{F (s)} = −1

t
L−1{F ′(s)}.

Tổng quát: F (n)(s) = (−1)nL{tnf(t)}, n ∈ N.

Ví dụ 4.1. Xuất phát từ công thức L{eat}(s) = 1
s−a ta có

L{teat}(s) = −
(

1

s− a

)′
=

1

(s− a)2
.

Tổng quát,

L{tneat}(s) = (−1)n
(

1

s− a

)(n)

=
n!

(s− a)n+1
.

Ví dụ 4.2. Tính L{t cosh(3t)}(s).

[Gợi ý] Ta có F (s) = L{tg(t)} = −G′(s), ở đó g(t) = cosh(3t). Do đó

G(s) =
s

s2 − 9
, F (s) = G′(s) = − s2 + 9

(s2 − 9)2
.

148



4. Đạo hàm, tích phân và tích các phép biến đổi 149

Ví dụ 4.3. Tính L{t2 sin(2t)}(s).

[Gợi ý] Ta có F (s) = L{t2g(t)} = G′′(s), ở đó g(t) = sin(2t). Do đó

G(s) =
2

s2 + 4
, F (s) = G′(s) =

12s2 − 6

(s2 + 4)3
.

Bài tập 4.3. Tính a) L{t2 sin kt} b) L{t2 cos kt}.

Bài tập 4.4. Dùng Định lí 4.2 (Vi phân của phép biến đổi Laplace) để tìm phép biến đổi
Laplace của các hàm sau

a) f(t) = t sin 3t, b) f(t) = te2t cos 3t.

4.3 Tích phân của phép biến đổi
Định lý 4.3 (Tích phân của phép biến đổi). Giả thiết f(t) liên tục từng khúc đối với
t ≥ 0 và là bậc mũ, ∃ lim

t→0+

f(t)
t

. Khi đó

L
{
f(t

t

}

=

∞∫

s

F (τ)dτ, s > c

hay là

f(t) := L−1{F (s)} = tL−1







∞∫

s

F (τ)dτ






.

Bài tập 4.5. Dùng Định lí 4.3 (tích phân của phép biến đổi Laplace) để tìm phép biến đổi
Laplace của các hàm sau

a) f(t) = sin t
t

,

b) f(t) = e3t−1
t

,

c) f(t) = sinh t
t

,

d) f(t) = cosh t
t

,

e) f(t) = 1−cos 2t
t

,

f) f(t) = et−e−t

t
.

Bài tập 4.6. Tìm phép biến đổi Laplace nghịch đảo của các hàm sau

a) F (s) = ln s−2
s+2

, b) F (s) = ln s2+1
(s+2)(s−3)

, c) F (s) = ln
(
1 + 1

s2

)
.
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150 Chương 3. Phương pháp toán tử Laplace (8 LT + 7 BT)

4.4 Phép biến đổi Laplace của hàm Heaviside và tịnh
tiến trên trục

Sau đây chúng ta nghiên cứu phép biến đổi Laplace của một lớp các hàm số, đó là hàm
bậc thang, để giải một lớp các phương trình vi phân có chứa các hàm này. Một trong số các
hàm này là hàm Heaviside, được định nghĩa như sau

ua(t) =







0, nếu t < a,

1, nếu t ≥ a

x

y

a

1

O

Đồ thị của hàm số Heavise

Tuy hàm số Heaviside chỉ nhận giá trị 0 và 1 nhưng có thể dùng nó để biểu diễn các hàm
bậc thang khác. Chẳng hạn như hàm số

f(t) =







4, nếu t < a,

7, nếu t ≥ a

có thể biểu diễn qua hàm Heaviside f(t) = 4− 3ua(t). Hoặc như hàm số phức tạp hơn sau
đây

g(t) =







−4, nếu t < 6,

25, nếu 6 ≤ t < 8,

16, nếu 8 ≤ t < 30,

10, nếu t ≥ 30

có thể biểu diễn qua hàm Heaviside như sau g(t) = −4 + 29u6(t)− 9u8(t)− 6u30(t).
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Định lý 4.4 (Phép tịnh tiến trên trục t). Nếu L{f(t)}(s) tồn tại với s > c thì

L{u(t− a)f(t− a)} = e−asF (s) =: e−asL{f(t)},

ở đó ua(t) = u(t− a) =







0, t < a,

1, t ≥ a

là hàm bậc thang đơn vị tại t = a (hàm Heaviside). Hay

là
L−1{e−asF (s)} = u(t− a)f(t− a), s > c+ a.

Ví dụ 4.1. Tìm phép biến đổi Laplace của các hàm số sau

a) g(t) = 10u12(t) + 2(t− 6)3u6(t)− (7− e12−3t)u4(t),

b) f(t) = −t2u3(t) + u5(t) cos t,

c) h(t) =







t4, nếu t < 5,

t4 + 3 sin
(
t
10

− 1
2

)
, nếu t ≥ 5,

d) f(t) =







t, nếu t < 6,

−8 + (t− 6)2, nếu t ≥ 6.

[Lời giải]

a) G(s) = 10e−12s

s
+ 12e−6s

s3+1 −
(
7
s
− 1

s+3

)
e−4s.

b) F (s) = −
(

2
s3
+ 6

s2
+ 9

s

)
e−3s +

(
s cos 5−sin 5

s2+1

)
e−5s.

c) H(s) = 24
s5

+
3
10
e−5s

s2+ 1
100

.

d) F (s) = 1
s2
+
(

2
s3
− 1

s2
− 14

s

)
e−6s.

Bài tập 4.7. Tính

a) L−1
{
e−as

s3

}

,

b) L{g(t)} với g(t) =







0, t < 3,

t2, t ≥ 3.
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152 Chương 3. Phương pháp toán tử Laplace (8 LT + 7 BT)

Bài tập 4.8. Giải bài toán giá trị ban đầu

mx′′ + cx′ + kx = f(t), x(0) = x′(0) = 0

trong các trường hợp sau:

a) m = 1, k = 4, c = 0, f(t) =







1, 0 ≤ t < π,

0, t ≥ π.

b) m = 1, k = 9, c = 9, f(t) =







sin t, 0 ≤ t < 2π,

0, t ≥ 2π.

c) m = 1, k = 4, c = 4, f(t) =







t, 0 ≤ t < 2,

0, t ≥ 2.

4.5 Bài toán giá trị ban đầu đối với PTVP có hệ số là
hàm số

Sau khi đã trải nghiệm rất nhiều các tính chất và kĩ thuật biến hóa khác nhau của
phép biến đối Laplace, đến đây có lẽ các bạn đã hình dung ra phép biến đổi Laplace được
sử dụng để giải các bài toán giá trị ban đầu như thế nào. Tuy nhiên, sẽ là không thuyết
phục nếu chỉ có các ví dụ về ứng dụng của phép biến đổi Laplace để giải PTVP tuyến tính
cấp hai hệ số hằng. Bởi vì đối với các PTVP tuyến tính cấp hai hệ số hằng, ở Chương 2 các
bạn đã được học phương pháp đặc trưng để giải. Sức mạnh của phép biến đổi Laplace
không chỉ có vậy, mục đích của bài này là đưa ra các ví dụ về các bài toán giá trị ban đầu
đối với PTVP có hệ số là hàm số, mà các phương pháp ở Chương 2 không thực hiện được.

Ví dụ 4.2. Giải bài toán giá trị ban đầu y′′ + 3ty′ − 6y = 2, y(0) = 0, y′(0) = 0.

[Gợi ý] Ta có

L{ty′} = − d

ds
(L{y′}) = − d

ds
(sY (s)− y(0)) = −sY ′(s)− Y (s).

Tác động phép biến đổi Laplace vào hai vế của phương trình ban đầu ta được

[s2Y (s)− sy(0)− y′(0)] + 3[−sY ′(s)− Y (s)]− 6Y (s) =
2

s

⇔Y ′(s) +

(
3

s
− s

3

)

Y (s) = − 2

3s2
.
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Không giống như các ví dụ trước, chúng ta không thu được một phương trình đại số, mà
là một phương trình vi phân. Giải PTVP này ta được

Y (s) =
2

s3
+ C

e
s2

6

s3
.

Để Y (s) là biến đổi Laplace của hàm y(t) nào đó thì

lim
s→∞

Y (s) = 0.

Điều này chỉ xảy ra khi C = 0. Do đó, Y (s) = 2
s3

và y(t) = t2.

Ví dụ 4.3. Giải bài toán giá trị ban đầu ty′′ − ty′ + y = 2, y(0) = 2, y′(0) = −4.

[Gợi ý] Ta có

L{ty′} = − d

ds
(L{y′}) = − d

ds
(sY (s)− y(0)) = −sY ′(s)− Y (s)

và

L{ty′′} = − d

ds
(L{y′′}) = − d

ds
(s2Y (s)− sy(0)− y′(0)) = −s2Y ′(s)− 2sY (s) + y(0).

Tác động phép biến đổi Laplace vào cả hai vế của phương trình ban đầu ta được

[−s2Y ′(s)− 2sY (s) + y(0)]− [−sY ′(s)− Y (s)] + Y (s) =
2

s

⇔Y ′(s) +
2

s
Y (s) =

2

s2
.

Giải PTVP tuyến tính cấp một này ta được Y (s) = 2
s
+ C

s2
. Do đó, y(t) = 2 + ct. Kết hợp với

điều kiện y′(0) = −4 ta được C = −4. Kết luận

y(t) = 2− 4t.

Bài tập 4.9. Biến đổi các phương trình vi phân sau để tìm nghiệm không tầm thường sao
cho x(0) = 0

a) tx′′ + (t− 2)x′ + x = 0,

b) tx′′ − (4t+ 1)x′ + 2(2t+ 1)x = 0,

c) tx′′ − 2x′ + tx = 0,

d) tx′′ + (4t− 2)x′ + (13t− 4)x = 0.
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f(t) F (s) = L{f(t)}(s) F (s) f(t) = L−1{F (s)}(t)

eatf(t) F (s− a) F (s− a) eatL−1{F (s)}(t)

u(t −
a)f(t)

e−asF (s) e−asF (s) u(t− a)f(t)

tnf(t) (−1)n dn

dsn
F (s) F (s) −1

t
L−1{F ′(s)}(t)

(f ∗ g)t F (s)G(s) F (s)G(s) (f ∗ g)(t)
f(t)
t

∫ ∞

s

F (τ)dτ F (s) tL−1

{∫ ∞

s

F (τ)dτ

}

(t)
∫ t

0

f(τ)dτ 1
s
F (s) F (s)

s

∫ t

0

L−1{F (s)}(τ)dτ

f (n)(t) snF (s)− sn−1f(0)

− · · · −
f (n−1)(0)

Bảng tổng hợp các công thức phép biến đổi Laplace và Laplace ngược
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PHỤ LỤC A
TIÊU CHUẨN SO SÁNH CHO CHUỖI SỐ BẤT KÌ

Trong hầu hết các sách, tài liệu, bài giảng cho sinh viên đại học, tiêu chuẩn so sánh
thường chỉ được phát biểu cho chuỗi số dương. Hardy, thậm chí, trong [2, trang 376] còn
viết rằng “. . . there are no comparison tests for convergence of conditionally convergent
series.” Mục đích của phần phụ lục này là khảo sát một số tiêu chuẩn so sánh cho các
chuỗi số với số hạng có dấu bất kì và các vấn đề liên quan.

Trước hết, tiêu chuẩn so sánh cho chuỗi số dương được phát biểu như sau.

Định lý 0.1 (Định lý so sánh 2). Cho hai chuỗi số dương
∞∑

n=1

an và
∞∑

n=1

bn thỏa mãn

lim
n→+∞

an
bn

= c > 0.

Khi đó
∞∑

n=1

an và
∞∑

n=1

bn có cùng tính chất hội tụ hoặc phân kỳ.

Điều kiện vô cùng quan trọng trong Định lý trên là
∞∑

n=1

an và
∞∑

n=1

bn phải là các chuỗi số

dương. Nếu điều kiện này không được thỏa mãn thì định lý trên không còn đúng nữa.
Chẳng hạn như (cf.[1]), nếu

an =
(−1)n√
n

+
1

n
= (−1)n

(
1√
n
+ (−1)n

1

n

)

, bn =
(−1)n√
n

,

thì lim
n→+∞

an
bn

= 1 nhưng chuỗi
∞∑

n=1

bn hội tụ theo tiêu chuẩn Leibniz, còn chuỗi
∞∑

n=1

an =

∞∑

n=1

bn +
∞∑

n=1

1
n

phân kì. Như vậy, đây là một ví dụ về hai chuỗi đan dấu, có lim
n→+∞

an
bn

= 1

nhưng chúng không có cùng tính chất hội tụ hoặc phân kì.

Ví dụ 0.1. Xét sự hội tụ hay phân kì của chuỗi đan dấu sau
∞∑

n=1

(−1)n n

1+
√
n3+

√
n5+n3

.

155
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[Lời giải sai] Do

• n

1+
√
n3+

√
n5+n3

∼ 1
n2 khi n→ ∞,

• chuỗi (−1)n 1
n2 hội tụ theo tiêu chuẩn Leibniz

nên chuỗi đã cho cũng hội tụ. Trong tình huống này, có lẽ việc kiểm tra các điều kiện của

tiêu chuẩn Leibniz đối với chuỗi
∞∑

n=1

(−1)n n

1+
√
n3+

√
n5+n3

(đặc biệt là việc kiểm tra
{

n

1+
√
n3+

√
n5+n3

}

là một dãy số giảm) là khó hơn nhiều so với chuỗi
∞∑

n=1

(−1)n 1
n2 nên nhiều người đã đưa ra

lời giải như vậy. Tuy nhiên, đây lại là một lập luận sai. Muốn sử dụng tiêu chuẩn Leibniz
ở đây, chúng ta không có cách nào khác ngoài việc chứng minh trực tiếp

{
n

1+
√
n3+

√
n5+n3

}

là

một dãy số giảm.
Vậy liệu có tiêu chuẩn so sánh cho chuỗi với số hạng có dấu bất kì hay không? Sau đây

là một tiêu chuẩn so sánh, được đề xuất bởi Nguyen S.Hoang trong [3].

Định lý 0.2. Cho
∞∑

n=1

an và
∞∑

n=1

bn là các chuỗi số thỏa mãn:

a) lim
n→+∞

an
bn

= c ∈ R,

b) Dãy số
{
an
bn

}+∞

n=n0

là đơn điệu (nghĩa là không tăng hoặc là không giảm) với n0 ≥ 1 nào
đó.

Khi đó,

i) Nếu
∞∑

n=1

bn hội tụ thì
∞∑

n=1

an cũng hội tụ.

ii) Nếu c 6= 0 thì các chuỗi số
∞∑

n=1

an và
∞∑

n=1

bn hoặc là cùng phân kì, hoặc là cùng bán hội

tụ, hoặc là cùng hội tụ tuyệt đối.

Chú ý 1.1. a) Điều kiện dãy số
{
an
bn

}+∞

n=n0

là đơn điệu với n0 ≥ 1 nào đó là cần thiết.

Chẳng hạn như hai dãy số sau đây đã được biết là không có cùng tính chất hội tụ

an =
(−1)n√
n

+
1

n
= (−1)n

(
1√
n
+ (−1)n

1

n

)

, bn =
(−1)n√
n

.

Trong tình huống này, lim
n→+∞

an
bn

= 1+ (−1)n√
n

nên
{
an
bn

}+∞

n=n0

không là dãy số đơn điệu với
mọi n0 ≥ 1.

b) Kết quả của Định lý trên tuy không thực sự đặc sắc lắm, vì nó chỉ là hệ quả của Định
lý Abel. Tuy nhiên, nó được phát biểu dưới dạng tiêu chuẩn so sánh nên thuận tiện
cho việc kiểm tra tính hội tụ của chuỗi số.
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Ví dụ 0.1. Quay trở lại ví dụ đã nêu trên, muốn sử dụng tiêu chuẩn so sánh giữa hai
chuỗi

∞∑

n=1

(−1)n
1

n2
và

∞∑

n=1

(−1)n
n

1 +
√
n3 +

√
n5 + n3

chúng ta cần phải chứng minh thêm

f(n) :=
1

n2
:

n

1 +
√
n3 +

√
n5 + n3

=
1 +

√
n3 +

√
n5 + n3

n3
=

1

n3
+

1

n
3
2

+
1

n
1
2

+ 1

là một dãy số đơn điệu. Chứng minh điều này không khó, vì
{

1
n3

}
,
{

1

n
3
2

}

,
{

1

n
1
2

}

đều là các
dãy số đơn điệu giảm.

Một cách tổng quát ta có kết quả sau.

Ví dụ 0.2 (Xem [3]). Chứng minh rằng chuỗi số

∞∑

n=1

(−1)n

nα
f(n)

i) là bán hội tụ nếu 0 < α ≤ 1,

ii) là hội tụ tuyệt đối nếu α > 1

với mọi f(x) = P (x)
Q(x)

là hàm phân thức hữu tỉ sao cho lim
x→∞

f(x) = c 6= 0.

Chứng minh. Ta có

f ′(x) =
P ′(x)Q(x)− P (x)Q′(x)

Q2(x)
.

Do P ′(x)Q(x) − P (x)Q′(x) là một đa thức có bậc hữu hạn, nên nó chỉ có hữu hạn nghiệm.
Điều đó có nghĩa là với x đủ lớn thì f ′(x) không đổi dấu nữa. Hệ quả là {f(n)}+∞

n=n0
là một

dãy số đơn điệu với n0 ≥ 1 nào đó. Áp dụng tiêu chuẩn so sánh mở rộng với hai chuỗi số

∞∑

n=1

(−1)n

nα
f(n) và

∞∑

n=1

(−1)n

nα

ta có điều phải chứng minh.

Bài tập 0.1. Chứng minh rằng chuỗi số

∞∑

n=1

(−1)n sin

(
1

nα

)

f(n), 0 < α < 1

là bán hội tụ với mọi f(x) = P (x)
Q(x)

là hàm phân thức hữu tỉ sao cho lim
x→∞

f(x) = c 6= 0.
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Ngoài ra, tiêu chuẩn so sánh có thể được mở rộng theo hướng sau đây.

Định lý 0.3 (Tiêu chuẩn kẹp). Cho
∞∑

n=1

an,
∞∑

n=1

bn,
∞∑

n=1

cn là các chuỗi số thỏa mãn

an ≤ bn ≤ cn với mọi n ≥ n0 nào đó.

Khi đó

i) Nếu các chuỗi số
∞∑

n=1

an và
∞∑

n=1

cn là hội tụ thì chuỗi
∞∑

n=1

bn cũng hội tụ.

ii) Nếu chuỗi số
∞∑

n=1

an phân kì và có tổng
∞∑

n=1

an = +∞ thì chuỗi
∞∑

n=1

bn cũng phân kì và

có tổng
∞∑

n=1

bn = +∞.

iii) Nếu chuỗi số
∞∑

n=1

cn phân kì và có tổng
∞∑

n=1

cn = −∞ thì chuỗi
∞∑

n=1

bn cũng phân kì và

có tổng
∞∑

n=1

bn = −∞.

Ví dụ 0.1. (Xem [4, Example 1, p.206]) Xét sự hội tụ hay phân kì của chuỗi đan dấu
∞∑

n=1

bn,

ở đó
bn = ln

(

1 +
(−1)n

nγ

)

phụ thuộc vào tham số γ > 0.

[Lời giải] Thông thường, khi gặp chuỗi đan dấu ta thường nghĩa đến tiêu chuẩn Leibniz,

nói rằng chuỗi đan dấu
∞∑

n=1

bn hội tụ nếu {|bn|} là dãy số giảm và lim
n→+∞

|bn| = 0. Tuy nhiên,

trong ví dụ này, tiêu chuẩn Leibniz chỉ áp dụng được nếu γ ≥ 1. Thật vậy,

• Nếu n chẵn,
∣
∣
∣
∣
ln

(

1 +
(−1)n

nγ

)∣
∣
∣
∣
= ln

(

1 +
1

nγ

)

= ln

(

1 +
2

2nγ − 1 + (−1)n

)

• Nếu n lẻ,
∣
∣
∣
∣
ln

(

1 +
(−1)n

nγ

)∣
∣
∣
∣
= − ln

(

1− 1

nγ

)

= ln

(

1 +
1

nγ − 1

)

= ln

(

1 +
2

2nγ − 1 + (−1)n

)

Do đó, |bn| = ln
(

1 + 2
2nγ−1+(−1)n

)

với mọi n và

|bn| ≥ |bn+1| ⇔ nγ ≤ (n+ 1)γ + (−1)n+1. (1.1)

Ta lại xét các trường hợp sau.
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• Nếu γ > 1, thì bất đẳng thức (1.1) luôn thỏa mãn với n ≥ n0 nào đó, vì

lim
n→+∞

[(n+ 1)γ − nγ ] = +∞.

Như vậy, nếu γ > 1 thì theo tiêu chuẩn Leibniz, chuỗi đã cho hội tụ. Thậm chí, nó
còn hội tụ tuyệt đối. Thật vậy, từ bất đẳng thức | ln(1 + x)| ≤ 2|x| với x đủ nhỏ ta có

0 < ln

(

1 +
(−1)n

nγ

)

<
2

nγ
.

Theo tiêu chuẩn so sánh thông thường, chuỗi
∞∑

n=1

bn là hội tụ tuyệt đối.

• Nếu γ = 1 thì bất đẳng thức (1.1) trở thành

n ≤ n+ 1 + (−1)n+1 ⇔ −1 ≤ (−1)n+1

và nó luôn đúng với mọi n. Theo tiêu chuẩn Leibniz, chuỗi
∞∑

n=1

bn hội tụ.

• Nếu 0 < γ < 1, bất đẳng thức (1.1) không còn đúng khi n chẵn và đủ lớn, vì nó trở
thành

nγ ≤ (n+ 1)γ − 1 ⇔ 1 ≤ (n+ 1)γ − nγ .

Tuy nhiên,

lim
n→+∞

[(n+ 1)γ − nγ ] = lim
n→+∞

nγ
[(

1 +
1

n

)γ

− 1

]

= lim
n→+∞

nγ .
γ

n
= lim

n→+∞

1

n1−γ = 0.

Tóm lại, không thể sử dụng tiêu chuẩn Leibniz để xét sự hội tụ của chuỗi đan dấu
∞∑

n=1

bn

trong trường hợp 0 < γ < 1. Vậy phải xử lý thế nào trong trường hợp này? Từ khai triển
Maclaurin của hàm số ln(1 + x) ta có

x− 3x2

4
≤ ln(1 + x) ≤ x− x2

4

với x trong một lân cận đủ nhỏ của 0. Vì vậy, với x = (−1)n

nγ ta có

(−1)n

nγ
− 3

4n2γ
︸ ︷︷ ︸

an

≤ ln

(

1 +
(−1)n

nγ

)

︸ ︷︷ ︸

bn

≤ (−1)n

nγ
− 1

4n2γ
︸ ︷︷ ︸

cn

với n đủ lớn.

• Nếu 1
2
< γ < 1 thì các chuỗi

∞∑

n=1

an và
∞∑

n=1

cn đều hội tụ nên chuỗi
∞∑

n=1

bn cũng hội tụ.
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• Nếu 0 < γ ≤ 1
2

thì do chuỗi
∞∑

n=1

cn phân kì và có tổng
∞∑

n=1

cn = −∞ nên chuỗi
∞∑

n=1

bn

cũng phân kì và có tổng
∞∑

n=1

bn = −∞.

Định lý 0.4. (Xem [4, p.207]) Cho
∞∑

n=1

an là một chuỗi số hội tụ và f(x) là một hàm số nhận

giá trị thực sao cho trong lân cận của 0,

f(x) = αx+ βx2k + o(x2k), β 6= 0, k ∈ N.

Khi đó chuỗi
∞∑

n=1

f(an) hội tụ khi và chỉ khi
∞∑

n=1

(an)
2k hội tụ.

Chú ý 1.1. Trường hợp khai triển Maclaurin của hàm số f(x) kết thúc với lũy thừa lẻ của
x, nghĩa là,

f(x) = αx+ βx2k+1 + o(x2k+1), β 6= 0, k ∈ N,

thì kết quả của định lý trên không còn đúng. Cụ thể,

i)
∞∑

n=1

(an)
2k+1 hội tụ 6⇒

∞∑

n=1

f(an) hội tụ.

ii)
∞∑

n=1

f(an) hội tụ 6⇒
∞∑

n=1

(an)
2k+1 hội tụ.

iii)
∞∑

n=1

f(an) hội tụ 6⇒
∞∑

n=1

|an|2k+1 hội tụ.

Ví dụ 0.1. (Phản ví dụ cho Chú ý 1.1 phần i), Xem [4, Example 4, p.209])

Xét chuỗi số
∞∑

n=1

an, ở đó an = (−1)n

4√n và f(x) = x+ x3 + x4. Khi đó, k = 1 và

• chuỗi
∞∑

n=1

(an)
2k+1 =

∞∑

n=1

(−1)n

4√
n3

hội tụ theo tiêu chuẩn Leibniz, nhưng

• Chuỗi
∞∑

n=1

f(an) =
∞∑

n=1

(−1)n

4√n + (−1)n

4√
n3

+ (−1)n

n
là phân kì.

Ví dụ 0.2. (Phản ví dụ cho Chú ý 1.1 phần ii), Xem [4, Example 5, p.209])

Xét chuỗi số
∞∑

n=1

an, ở đó

a2k =
(−1)k

4
√
2k

+
1

3
√
2k
, a2k+1 = − 1

3
√
2k
,

và hàm số f(x) = x + x3 − x4. Khi đó,
∞∑

n=1

an và
∞∑

n=1

f(an) đều hội tụ, nhưng
∞∑

n=1

a3n và
∞∑

n=1

a4n

phân kì.
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Ví dụ 0.3. (Phản ví dụ cho Chú ý 1.1 phần iii), Xem [4, Example 6, p.210])

Xét chuỗi số
∞∑

n=1

an, ở đó an = (−1)n

lnn
và hàm số

f(x) = sin x = x− x3

6
+ o(x3).

Khi đó
∞∑

n=1

sin
(

(−1)n

lnn

)

hội tụ theo tiêu chuẩn Leibniz, nhưng
∞∑

n=1

∣
∣
∣
(−1)n

lnn

∣
∣
∣

3

=
∞∑

n=1

1
ln3 n

là phân

kì.

Tuy rằng Định lý 0.4 không thể mở rộng cho trường hợp hàm f(x) có khai triển Maclau-
rin kết thúc với lũy thừa lẻ của x, nhưng ta vẫn có kết quả sau đây.

Định lý 0.5. (Xem [4, p.208]) Cho f(x) là một hàm số nhận giá trị thực sao cho trong lân
cận của 0,

f(x) = αx+ βx2k+1 + o(x2k+1), β 6= 0, k ∈ N.

Khi đó, nếu
∞∑

n=1

|an|2k+1 hội tụ thì
∞∑

n=1

f(an) hội tụ.

Như vậy, Định lý 0.4 và Định lý 0.5 cho chúng ta điều kiện đủ để kiểm tra sự hội tụ

của chuỗi
∞∑

n=1

f(an) dựa vào khai triển Maclaurin của hàm số f(x).

Ví dụ 0.1. (Xem [4, p.208]) Xét sự hội tụ của chuỗi
∞∑

n=1

arctan (−1)n

4√n .

Trong tình huống này, nếu

• chỉ khai triển Maclaurin hàm f(x) = arctan x đến bậc ba,

arctan x = x− x3

3
+ o(x3),

thì chuỗi số
∞∑

n=1

|an|2k+1 =
∞∑

n=1

1
4√
n3

là phân kì, vì vậy chúng ta không thể kết luận gì về

sự hội tụ của chuỗi số
∞∑

n=1

arctan
(

(−1)n

4√n

)

.

• khai triển Maclaurin hàm số f(X) = arctan x đến bậc năm,

arctan x = x− x3

3
− x5

5
+ o(x5),

thì do chuỗi số
∞∑

n=1

|an|2k+1 =
∞∑

n=1

1
4√
n5

là hội tụ, nên chuỗi số
∞∑

n=1

arctan
(

(−1)n

4√n

)

cũng hội

tụ.
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Ví dụ 0.2. Xét sự hội tụ của chuỗi số
∞∑

n=1

bn, ở đó

bn = e
sinαn
nγ − 1, γ > 0.

Nếu α = kπ với k ∈ Z nào đó thì chuỗi đã cho có tổng bằng 0. Nếu α 6= kπ với mọi k ∈ Z thì
xét khai triển Maclaurin của ex − 1:

ex − 1 = x+
x2

2
+ o(x2).

Ta có

• Chuỗi
∞∑

n=1

sinαn
nγ là hội tụ với mọi α, γ ∈ R, γ > 0 theo tiêu chuẩn Dirichlet.

• Chuỗi
∞∑

n=1

a2n =
∞∑

n=1

sin2 αn
n2γ hội tụ nếu và chỉ nếu γ > 1

2
.

Do đó, theo Định lý 0.1 và Định lý 0.4 ta có

• chuỗi
∞∑

n=1

bn hội tụ nếu γ > 1
2
,

• Chuỗi
∞∑

n=1

bn phân kì và có tổng
∞∑

n=1

bn = +∞ nếu 0 < γ ≤ 1
2
.



PHỤ LỤC B
MỘT SỐ TIÊU CHUẨN HỘI TỤ HAY - ĐỘC ĐÁO

- DỄ CHỨNG MINH

Định lý 0.1 (Tiêu chuẩn so sánh kết hợp d’Alambert). Cho
∞∑

n=1

an và
∞∑

n=1

bn là các chuỗi

số dương và thỏa mãn an+1

an
≤ bn+1

bn
, ∀n ≥ K nào đó. Khi đó

a) Nếu chuỗi
∞∑

n=1

bn hội tụ thì chuỗi
∞∑

n=1

an cũng hội tụ.

b) Nếu chuỗi
∞∑

n=1

an phân kì thì chuỗi
∞∑

n=1

bn cũng phân kì.

Chứng minh. a) Từ bất đẳng thức an+1

an
≤ bn+1

bn
lấy logarit cơ số e hai vế:

ln an+1 − ln an ≤ ln bn+1 − ln bn, ∀n ≥ K.

Lấy tổng n chạy từ K đến N ta được

N∑

n=K

(ln an+1 − ln an) ≤
N∑

n=K

(ln bn+1 − ln bn) ,

hay

ln aN+1 − ln aK ≤ ln bN+1 − ln bK

⇔ ln aN+1 ≤ ln

(
aK
bK
bN+1

)

⇔aN+1 ≤
aK
bK
bN+1, ∀N ≥ K.

(2.1)

Vì chuỗi
∞∑

n=1

bn hội tụ , theo tiêu chuẩn so sánh, chuỗi số
∞∑

n=1

an hội tụ.
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b) Chứng minh tương tự.

Định lý 0.2. Cho chuỗi số dương
∞∑

n=1

an và giả thiết rằng lim
n→+∞

n ln
(

an
an+1

)

= K. Chứng

minh rằng

a) Nếu K > 1 thì chuỗi hội tụ.

b) Nếu K < 1 thì chuỗi phân kì.

Chứng minh. a) Định lý này cũng được chứng minh một cách rất đơn giản chỉ dựa vào
định nghĩa của giới hạn. Hình dung rằng lim

n→+∞
n ln

(
an
an+1

)

= K nghĩa là với mọi ǫ > 0

thì từ một lúc nào đó toàn bộ số hạng của dãy
{

n ln
(

an
an+1

)}

sẽ chui vào trong khoảng
(K − ǫ,K + ǫ).

K + ǫK − ǫ

n ln
(

an
an+1

)

, ∀n ≥ N

1

α

Hình 0.2

Nếu K > 1 ta chọn số α = K − ǫ (ǫ > 0) nằm giữa 1 và K. Do lim
n→+∞

n ln
(

an
an+1

)

= K,

tồn tại số N sao cho

n ln

(
an
an+1

)

> α, ∀n ≥ N.

Suy ra
an+1

an
≤ e−

α
n , ∀n ≥ N.

Vì
(
1 + 1

n

)n
< e, ∀n nên

an+1

an
≤ e−

α
n ≤

(

1 +
1

n

)−α
=

1
(n+1)α

1
nα

.

Áp dụng tiêu chuẩn so sánh kết hợp d’Alambert (Định lý 0.1) với hai chuỗi
∞∑

n=1

an và
∞∑

n=1

bn với bn = 1
nα ta có chuỗi

∞∑

n=1

bn hội tụ (α > 1) nên
∞∑

n=1

an cũng hội tụ.

b) Trường hợp K = lim
n→+∞

n ln
(

an
an+1

)

< 1 ta có

n ln

(
an
an+1

)

< 1, ∀n ≥ N nào đó.
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Suy ra
an+1

an
≥ e−

1
n >

n− 1

n
, ∀n ≥ N nào đó

(

vì e <
(

1 +
1

n− 1

)n)

.

Vậy {nan+1} là một dãy số tăng kể từ n = N trở đi, nghĩa là

nan+1 ≥ NaN , ∀n ≥ N.

Suy ra

an+1 ≥ NaN .
1

n
, ∀n ≥ N.

Theo tiêu chuẩn so sánh, chuỗi
∞∑

n=1

an phân kì.

Định lý 0.3. Chứng minh rằng

a) Nếu
∞∑

n=1

a2n và
∞∑

n=1

b2n là các chuỗi số hội tụ thì chuỗi
∞∑

n=1

anbn hội tụ tuyệt đối.

b) Áp dụng câu a), chứng minh rằng nếu
∞∑

n=1

a2n hội tụ thì
∞∑

n=1

an
n

hội tụ tuyệt đối.

[Gợi ý]

a) Dựa vào bất đẳng thức 0 ≤ |anbn| ≤ 1
2
(a2n + b2n).

b) Áp dụng câu a) với bn = 1
n2 .
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PHỤ LỤC C
MỘT SỐ TIÊU CHUẨN HỘI TỤ MẠNH HƠN

D’ALEMBERT VÀ CAUCHY

§1. lim
n→+∞

an+1
an

= 1 VÀ CÁC TIÊU CHUẨN MẠNH HƠN TIÊU

CHUẨN D’ALEMBERT

Tiêu chuẩn Kummer sau đây được ông chứng minh vào năm 1835. Đây là một tiêu
chuẩn rất mạnh để kiểm tra sự hội tụ của một chuỗi số dương.

Định lý 1.1 (Định lý Kummer). Cho
∞∑

n=1

an là một chuỗi số dương và
∞∑

n=1

dn là một chuỗi

số dương phân kì bất kì nào đó. Giả thiết

lim
n→+∞

(
1

dn
.
an
an+1

− 1

dn+1

)

= K.

Khi đó

a) Nếu K > 0 thì chuỗi
∞∑

n=1

an hội tụ.

b) Nếu K < 0 thì chuỗi
∞∑

n=1

an phân kì.

Chọn dn = 1 với mọi n ta có
∞∑

n=1

dn là một chuỗi số dương phân kì. Khi đó

lim
n→+∞

(
1

dn
.
an
an+1

− 1

dn+1

)

= lim
n→+∞

(
an
an+1

− 1

)

= K,

do đó
lim

n→+∞

an+1

an
=

1

K + 1
.
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Định lý Kummer trở thành

Định lý 1.2 (Tiêu chuẩn d’Alambert).

a) Nếu lim
n→+∞

an+1

an
= 1

K+1
< 1 (tức K > 0) thì chuỗi

∞∑

n=1

an hội tụ.

b) Nếu lim
n→+∞

an+1

an
= 1

K+1
> 1 (tức K < 0) thì chuỗi

∞∑

n=1

an phân kì.

Chọn dn = 1
n

ta có
∞∑

n=1

dn là một chuỗi số dương phân kì. Khi đó

lim
n→+∞

(
1

dn
.
an
an+1

− 1

dn+1

)

= lim
n→+∞

(

n.
an
an+1

− (n+ 1)

)

= K.

Do đó
lim

n→+∞
n

(
an
an+1

− 1

)

= K + 1.

Tiêu chuẩn Kummer trở thành

Định lý 1.3 (Tiêu chuẩn Raabe). Cho chuỗi số dương
∞∑

n=1

an và giả thiết lim
n→+∞

n
(

an
an+1

− 1
)

=

R. Khi đó

a) Nếu R > 1 (tức K > 0) thì chuỗi số hội tụ.

b) Nếu R < 1 (tức K < 0) thì chuỗi số phân kì.

Chọn dn = 1
n lnn

thì
∞∑

n=1

dn là một chuỗi số dương phân kì. Thay vào tiêu chuẩn Kummer ta

có tiêu chuẩn Bertrand sau.

Định lý 1.4 (Tiêu chuẩn Bertrand). Cho chuỗi số dương
∞∑

n=1

an và giả thiết

lim
n→+∞

lnn

[

n

(
an
an+1

− 1

)

− 1

]

= B.

Khi đó

a) Nếu B > 1 thì chuỗi số hội tụ.

b) Nếu B < 1 thì chuỗi số phân kì.

Chú ý 3.1. 1. Tiêu chuẩn Raabe mạnh hơn tiêu chuẩn d’Alambert, người ta thường sử
dụng tiêu chuẩn Raabe khi tiêu chuẩn d’Alambert không có hiệu quả.

2. Tiêu chuẩn Bertrand mạnh hơn tiêu chuẩn Raabe, người ta thường sử dụng tiêu
chuẩn Bertrand khi tiêu chuẩn Raabe không có hiệu quả.
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Ví dụ 1.1. [Dùng tiêu chuẩn Raabe] Xét sự hội tụ của chuỗi số
∞∑

n=1

1
n!

(
n
e

)n
.

[Lời giải] Ta thấy

lim
n→+∞

n

(
an
an+1

− 1

)

= lim
n→+∞

n

[

e
(
1 + 1

n

)n − 1

]

=
1

2
,

vì theo quy tắc L’Hospital

lim
x→0

1

x

[

e

(1 + x)
1
x

− 1

]

=
1

2
.

Theo tiêu chuẩn Raabe, chuỗi đã cho phân kì. Chú ý rằng trong trường hợp này không
dùng tiêu chuẩn d’Alambert hoặc Cauchy được vì

lim
n→+∞

an+1

an
= lim

n→+∞
n
√
an = 1.

Ví dụ 1.2 (Dùng tiêu chuẩn Bertrand). Xét sự hội tụ của chuỗi số
∞∑

n=2

1
(n−√n) ln2 n .

Ta có

lim
n→+∞

lnn

[

n

(
an
an+1

− 1

)

− 1

]

= 2− lim
n→+∞

lnn√
n+ 1 +

√
n
= 2 > 1.

Theo tiêu chuẩn Bertrand, chuỗi số đã cho hội tụ. Chú ý rằng trong trường hợp này không
dùng được tiêu chuẩn Raabe vì

lim
n→+∞

n

(
an
an+1

− 1

)

= 1− lim
n→+∞

1√
n+

√
n+ 1

= 1.

Ví dụ 1.3. Chứng minh rằng nếu dùng tiêu chuẩn Bertrand với chuỗi số
∞∑

n=2

e−(1+
1
2
+···+ 1

n−1)

thì tính được

lim
n→+∞

lnn

[

n

(
an
an+1

− 1

)

− 1

]

= 0

nên chuỗi đã cho là phân kì. Tuy nhiên không sử dụng tiêu chuẩn Raabe trong trường hợp
này được vì

lim
n→+∞

n

(
an
an+1

− 1

)

= lim
n→+∞

n
(

e
1
n − 1

)

= 1.
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§2. lim
n→+∞

n
√
an = 1 VÀ CÁC TIÊU CHUẨN MẠNH HƠN TIÊU

CHUẨN CAUCHY

Định lý 2.1 (Tiêu chuẩn A). Cho chuỗi số dương
∞∑

n=1

an và giả thiết

lim
n→+∞

n

lnn
(1− n

√
an) = A.

Khi đó,

1. Nếu A > 1 thì chuỗi hội tụ.

2. Nếu A < 1 thì chuỗi phân kì.

Định lý 2.2 (Tiêu chuẩn B). Cho chuỗi số dương
∞∑

n=1

an và giả thiết

lim
n→+∞

lnn

ln(lnn)

[ n

lnn
(1− n

√
an)− 1

]

= B.

Khi đó,

1. Nếu B > 1 thì chuỗi hội tụ.

2. Nếu B < 1 thì chuỗi phân kì.
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